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AVANT-PROPOS. 



L'enseignement de la Mécanique est lié d'une manière 
intime à celui d'une notable partie des propriétés des sur- 
faces, et même à sa presque totalité, si, à juste titre, on fait 
rentrer la capillarité dans le domaine de la Mécanique molé- 
culaire. 

En publiant en i86a mon Traité de Cinématique pure, dont 
l'origine remonte à iSSy, j'avais bien entrevu l'imporlanee 
de l'introduction de la théorie des surfaces en Mécanique, 
comme on peut en juger par certaines conceptions semi-ana- 
lytiques, semi-géométriques exposées dans cet Ouvrage. 

Le Tome VII de mon Traité de Mécanique générale con- 
tient bien quelques applications à la Mécanique de la théorie 
des surfaces ou vice versa; mais j'ai dû m'élendre lîien davan- 
tage sur ce sujet dans mes Leçons à l'École Polytechnique, 
me trouvant obligé parfois de démontrer certaines propriétés 
des surfaces qui ne sont pas mentionnées dans le programme 
du Cours d'Analyse. C'est en vue de relier entre elles les 
notions éparses que j'ai enseignées, en leur donnant de l'ex-' 
tension, que je me suis décidé à publier cet Opuscule. Dans 
l'exposé suivant, je laisserai de côté l'énumération de tout ce 
qui se trouve dans les Ouvrages d'Analyse, mais que j'ai dû 
reproduire au point de vue didactique. 

En premier lieu, j'établis les formules générales relatives 
It la courbure et â la cambrure d'une ligne quelconque el 
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celles qui se rapportent à une ligne tracée sur une surface, 
ce qui me permet d'arriver rapidement à l'expression de la 
courbure de cette dernière ligne. 

Dans le Chapitrerelalif aux lignes de courbure, je démontre 
qu'il passe une ou trois de ces lignes par un ombilic; la for- 
mule i laquelle j'arrive se vérifie immédiatement dans le cas 
de l'ellipsoïde. Je donne ensuite des expressions, que je crois 
nouvelles, des courbures des lignes de courbure, expressions 
qui se vérifient lorsque la surface est de révolution. 

L'équation diiïérentielle des lignes asjmptotiques s'intègre 
complètement quand la surface est un conotde droit à plan 
directeur; elle se ramène à une quadrature si la surface est 
de révolution. Je donne une expression qui me parait nou- 
velle de la courbure d'une ligne asymptotique, qui se vérifie 
dans le cas de l'hyperboloïde à une nappe. 

Le Chapitre relatif aux lignes géodésiques se dislingue 
notamment par l'introduction d'extraits de Mémoires de 
M. 0. Bonnet, dont voici les titres : Courbure géodésique 
des trajectoires orthogonales; Équation des lignes géodé- 
siques en coordonnées curvilignes; Expression en coordon- 
nées quelconques de la courbure géodésique d'une ligne. 

Je crois avoir établi d'une manière aussi simple que pos- 
sible les formules qui se rapportent à la cambrure et à la 
différentielle de la courbure d'une ligne tracée sur une sur- 
face, sujet qui est suivi de plusieurs applications. 

Le mémorables expériences de Plateau ont beaucoup mo- 
difié la considération jusqu'alors abstraite des surfaces dont 
la moyenne courbure est nulle, ou, ce qui revient au même, 
dont l'étendue est minimum pour un contour donné. Les 
intégrales de l'équation aux dérivées partielles en coordon- 
nées rectilignes de ces surfaces, données successivement par 
Monge et Legendre, sont compliquées d'imaginaires et sont 
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d'une difficile application lorsqu'on veul obtenir des surfaces 
réelles. II était réservé à noire éminent géomètre M.O- Bonnet 
de donner la solution définitive de ce problème si ardu en 
faisant usage de certaines variables, dont l'idée n'a pu lui 
arriver qu'à la suite de considérations de l'ordre le plus élevé. 
On peut maintenant trouver autant de surfaces d'étendue mi- 
nimum qu'on voudra. 
Les Notes suivantes complètent le Volume : 
I. Sur la courbure et la cambrure de la loxodromie d'une 
surface de révolution. 

n. Sur l'intégration par la méthode de Monge, due à 
M. Bonnet, d'une formule à laquelle il est arrivé, intégration 
qui a pour objet d'établir que, à l'exception des surfaces 
développables, il est impossible de trouver sur une surface 
deux séries de lignes géodésiques qui se coupent à angle droit. 

III. Sur quelques propriétés ducs à M. Bonnet des trajec- 
toires orthogonales et des lignes géodésiques. 

IV. Sur la méthode employée par Legendre pour intégrer 
l'équation aux dérivées partielles des surfaces d'étendue mi- 
nimum en coordonnées rectilignes. Celte méthode ne doit 
pas être oubliée au point de vue analytique, quoique les 
résultats auxquels elle conduit ne soient pas à comparer à 
ceux qui ont été obtenus par M. Bonnet, 
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EXPOSITION 

THÉORIE DES SURFACES. 



CHAPITRE I. 

PRÉLIMINAIRES. 



1. Sur quelques formules relatives à la courbure d'une 
ligne quelconque. — Soient 
M un poinl de la ligne dont les coordonnées, par rapport à 

Irois axes rectangulaires Ox, Oy, Os, sont x, y, s; 
et, p, ■/ les angles de la tangente en M \ 

l, (JL, V » normale principale > avec 0^, 0/, Os; 

X'.fi'.y' » binormalc / 

du l'arc élémentaire; 

/U p'=-r l'angle de contingence et le rayon de courbure; 
di„ - = -j— l'angle et le rayon de cambrure. 



; COSa COSi -hCOS^COSfi -HCOSf COSV = o, 
' OOsXcOsX'+COS(iCOS[l'-t-COSV COSv'= o. 

En |)ortant, à partir de M, sur la tangente, la normale 
principale el la binormale des longueurs égales à l'unité, on 
déterminera un tétraèdre dont les faces rectangles ont pour 
mesure ^. En projetant ces faces sur les plans coordonnés, on 
obtiendra neuf nouvelles relations entre les cosinus; mais on 
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ne retiendra que la suivante, qui résulte de la projection sur 
xOy du triangle construit sur la tangente et la binormale 

(i') cos- — C03acoS|i'— cospcosX'. 

Menons par le point deux droites Oa, Oa' égales à l'unité, 
parallèles aux tangentes (a, |3, y), (a + rfa, |3-t-£/p, y +dy). 
L'élément aa' mesure l'angle de contingence et sa direction 
est celle de la normale principale; on a 









rfECoa^ 


= dcosa, 




d'Où 


















■ cosX. 


*^COSa 


eide 


(a) 






i::: 






par suite 












fîi - 


=./ 


rfc 


»-?V-^(' 


T^Hy- 


-li^ 



Soient Oè, Ob' deux droites égales à l'unité, l'une per- 
pendiculaire au plan aOa' et l'autre au plan osculateur au 
point {x + dx, y -\- dy, z -\- dz). 

L'élément bb' mesure ds, et est parallèle à aa', c'est-à-dire 
à la normale principale. On a donc 



A, C08^ 


= rfcosX', 


rfcosX- 


= - cosX, 


' dcOSiL' 

1 ., 


= ^COSfl, 


' dcosV 


1 



(^) i-v/(^)'-(-^)"-(^)' 

Nous nous bornerons à appliquer les formules ci-d 
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problème suivant dont la solution nous sera utile plus loin : 
Quelles sont les lignes pour tesquelleste rapport du rayon de 
courbure au rayon de cambrure reste constant? 'En désignant 
par k ce rapport, les équations (3) et (4) donnent 

dcoeV = kdeosa, dcoBit.'= kd coa^, dcoai'^ kd eo6'(, 

d'où, Cz, Cy, Cj étant des conslantes, 

/ cosX'=Aco3a + C^, 

(«) ? COS fi' = A C03 p -!- C„ 

' cosv' = Acosy-i-Cî, 
et en ajoutant les carrés 

I = A» + iA(Cj cùBa -H Cj cosp -H C; CMf ) + C%-h CJ-t- C| ' 

Désignons par C la somme géométrique des longueurs Cj-, 
Cy, Ci portées sur Oa;, Oy, Os, et par Mi la tangente en M; 
l'équation précédente prendra la forme 

i = A'-i-iACcos(C, + C*- 

En faisant coïncider Os avec la direction de C, nous aurons 

(6) co.-r^~^j^ — 

Coipme Ca— o, C,.— o, les équations (a) deviennent 

(a') co8l'=Aco8a, co3ii'= Acos?, cosv' = Acosy + G 

et, en portant ces valeurs dans la seconde des équations (i), 
on obtient 

(c) A + CcosY = o, 

d'où, en ayant égard à la relation {b), 

C = /n-A', cos'f = — ■ 



Ainsi, en chacun de ses points, la ligne est telle qu'elle 
fait un angle constant avec la parallèle à Os. Cette ligne est 
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donc une hélice tracée sur un cylindre parallèle à Oz, dont 
la section droite reste arbitraire. 
La iroisièaie des équations (a') conduit ensuite à 

COSv'= Siny. 

et l'équation (i') à 
comme cela devait être. 

2. Ligne tracée sur une sur/ace. — En représentant la sur- 
Tace par 

nous poserons 



Soient l, m, n les angles de la normale à la surface avec 
0-c, 0/, Oz; ô l'angle du plan osculateur de la ligne avec le 
plan normal à la surface mené suivant la tangente. 



• 


9 


"ï^ 


^' 


■^P 


+ ,' 


■1 


-i-l' 


-t-<l' 



ce qui suppose que l'on considère la portion de la normale 
qui fait un angle aigu avec Os. Dans le cas contraire, on 
changera les signes des valeurs précédentes, 
En divisant par du l'égalitô 

dz = p (Ij: ■+■ q djr, 

on a pour la ligne 

ij) COSf =/)C0Sa + 9C0Sp. 

Si l'on substitue cette valeur dans la relation 

C0S*a-l-C0S^p-l-COS'-[ = 1, 
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on trouve 

(8) (n-p*)co8»a-i-a/)3cosacosP + (n-q')cos'? = 
Aux équations (i) on devra joindre les suivantes : 

iCOSa COS.' + COSP COSm-H COS^ COSn = O, 
cosJi cos'-i-cosix cosm -1- cosv coaH = cosfl, 
cosX'cos/-Heo9a'cosm -f-cosv'cosn = sind. 
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CHAPITRE II. 

COURBURE D'UNE LIGNE TRACÉE SUR UNE SURFACE. 



3. Expression du rayon de courbure. Théorème de Meus- 
nier. — La seconde des équations (9) du Chap. I donne, en 
ayant égard aux valeurs (a) el (6), 



du même Chapitre, 

dp r.dn I CO96 

Or 

dp dp dx dp dy „ 

-T- = T-j--*-:f-f='' cos« ■+■ s CO8 S, 
da 0j: ai 0/ ai 



par suite, 
(0 



rC08*a-H 2.VC0SI 



/r 



Si l'on désigne par T le ra^on de courbure de la section 
normale menée suivant la tangente ou la valeur de p pour 
e = o, on a 

, i^ _ r C03* a + is cosa coa P -1- t cos' P 

r v/i-i-p'-t-î» 
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Donc : le centre de courbure de la ligne est la projection sur 
la normale principale du centre de courbure de la section 
normale (théor. de Meusnier), 

k. Bayons de courbure principaux. Sections principales. 
Indicatrice. — Plaçons l'origine des coordonnées au point M 
de la ligne et faisons coïncider le plan xMy avec le plan tan- 
gent; nous avons [3 ^90°— x, p^^o, q^o; par suite, 



Nous pouvons substituer à M^, M7 un autre système d'axes 
rectangulaires pour lequel le second terme de l'équation pré- 
cédente disparaîtra, et, en posant 



Ci) 



R II' 



D'après cette formule, on voit que R, R' sont les rayons de 
courbure des sections failesparles plans s M j;, sMjk, et que, 
en faisant varier a, l'un est le maximum, et l'autre le mini- 
mum de r. 

Nous conviendrons déconsidérer le rayon de courbure d'une 
section normale comme positif ou négatif selon que, en nous 
couchant suivant M^ en ayant les pieds en M, la section nous 
présentera sa concavité ou sa convexité. Nous supposerons, 
dans tous les cas, que M^ est dirigé de manière que K soit 
positif. 

Si R' est positif, les courbures des sections normales seront 
toutes de même sens. 

Si R' est négatif, F sera positif entre 



V-l 



a = o, a|=arelBngi 

Pour ac^x,, le rayon de courbure T sera infini, mais il ne 
sera pas un maximum, puisque, de part et d'autre de a, il 
prend des signes contraires. La courbure des sections nor- 
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maies deviendra négative à partir de a — a, jusqu'à la valeur 
«:=i8o''— «1 pour laquelle elle deviendra nulle. Entre 
ec^iSo"— aieta=i8o''+ai,la courbure reslera positive, etc. 

Les rayons de courbure maximum et minimum R, R' sont 
les rayons de courbure principaux, et les sections normales 
correspondantes tes sections principales. 

Supposant T positiT, traçons le rayon \/f incliné de l'angle 



les coordonnées de son extrémité, parallèles à M37, M k. 
L'équation (3) donne 

"i! + 'i' ~ , 



Si R' est positif, celte équation est celle d'une ellipse où Vin- 
dicalrKe est elliptique. Si, de plus, Rz^oo, l'indicatrice se 
réduit à deux droites parallèles; c'est ce qui a lieu en tous les 
points d'une génératrice d'une surface développable. 

Lorsque R' est négatif, on a encore, pour les valeurs posi- 
tives de r, l'équation ci-dessus, qui représente une hyperbole 
dont M^ est l'axe réel; pour les valeurs négatives de T, on 
prendra le rayon vecteur égal à y— F, et l'on aura 



équation d'une seconde hyperbole dont M/ est l'axe réel. 
L'indicatrice se compose ainsi de deux hyperboles conju- 
guées. 

5, Détermination des rayons de courbure principaux et des 
sections principales en un point quelconque de la sur/ace. — 
Si l'on divise l'équation (a) par l'équation (8) du n" 2, on 
trouve 

(4) y f I / 

^'^ / vi- \cos«t , tr 



by Google 
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Pour que F soit un maiiimum ou un minimum, il faut que 

cette équation en ^ ail ses racines égales ou que 

^ cosp " ^ 

I (rt-,.')r'-[{.+p')/-2;.5.>-^(n-g')r] 

) Xv'r-f-/<'+(/»r + (i+p'-F^>)' = o. 

Les racines de cette équation en T seront les rayons de cour- 
bure principaux R, B'. 
On remarquera quo 

Pour que l'équation (5) ait une racine infinie, il faut que 



ce qui est l'équation différentielle des surfaces développa- 
bles ('). 

L'équation (4) devient, eu égard à l'égalité de ses racines. 



V.+/^"' 



(') Cette éqaatioD revient, ea elTet, à 

— = -Si ^ X, 

d'od 

dp = y.dg = 'ï'l,q)dg, p = <f{q). 

En désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes, l'équation du plan 
tangent au point (x,y,e) est 

Z = 'iX -H jY -■- 3 — px — qy. 

Dans l'hypotKêse de y = const., par suite de p = const., on a 

d(s — pas — qy ) = dz — p dx — g dy ~ o 

a — px — qy = fonct. de q. 

Il suit de là que l'équation du plan tangent ne dépend que d'un paramètre q 

et que, par suite, la surface est développable. 
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Si, dans l'équatiou (4), on avait pris pour inconnue - 



(i-i-^')C03p -i-pflCOsa=s ((cosp + .f cosa) — — ; 

(i"OÙ 



ou 

<?') I -4-[(i + 7')/- — (i + p«)ï]co3aco3p 

( --[/)î(-(i-t-î»).t]cos»p = '>- 

Cette équation et l'équation (8) du n" S feront connaître en 
foDClion de x, y les deux couples de valeurs de cos« et cos^. 



ire principaux de l'ellipso'ide, 



On 3 



Portons ces valeurs dans l'équation {5), en y remplaçantr 
par — R, en vue d'obtenir des racines positives, nous obte- 
nons 

U'-[5(B'^C')^-g(C. + A.)-.g(A.^B.)] 

Si l'on représente par P la distance du centre de l'ellipsoïde 
au plan tangent, on a 
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En éliminante* dans l'équation (6) au moyen de l'équa- 
tion (a), on trouve 



\ ) \ p<y i-i-y g^ -i-z j,, ^ 

( ^ f", ^ V. (A'-B^) ^ . (A'-C) ]- B'C* _ 
l L B* C J A> 

équation qui nous sera utile ultérieurement. 

7. Sur/aces de révolution. — Soient 
O^ l'axe de révolution; 

5=/(:r'+j*) =/(«') l'équation de la surface; 
/'(«*)./'("') les dérivées première et seconde de /(«*) par 
rapport à «'j 

x = ucosS, j= usinO, 
d'où 

dx = cosfi dii — u sinfl rf9, rf;' = ainfi rfw + u coafl du. 

On a 

'p = 2xf(a') = a«cose/'(«'), 

(A) j /• = 3[/'(u')+i^V(«')l=î[/(«')+2"'<iosn/'(«')], 
J t =^3yj'(_u*) = 4u'aineco8ft/'{«»), 

( ï = 2[^'(uï)-f-a7'y*(«')] = 2[/'(«') + 2«'sin»e /'(««)]. 

Si nous faisons passer le plan sO^ par le point considéré, 
nous avons 

( p = ^«/(«'), î = o, 

et l'équation ( 7') se réduit à 

cos^cosa = 0, 



Il suit de là que la ligne méridienne et la section normale 
suivant la tangente au parallèle sont les sections principales. 
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que R est le rayon de courbure de la méridienDe et -± R' est 
la normale limitée à Os. 

8. Surfaces développables. — Soient {Jîg. i) 




«oa,, aiffi, a,aj iroîs éléments conséculifs de l'arête de 
rebroussement qui, prolongés, déterminent les généra- 
trices a, m,, a^m^, aim^: 

m^m,, m^m^ les éléments de la section normale à a,m, au 
point m,, limités par les deux autres génératrices; 

m,/i le prolongement de mim^; 

R le rayon principal en mt; 

p, T les rayons de courbure et de cambrure de l'arête de 
rebroussement en a,; 

dt l'angle de contingence mia,m,; 

/ la distance aym^. 

L'angle de contingence m,mxn=^ dsi de la section normale 

n'est autre chose que l'angle de cambrure de a, a,aj; d'ailleurs 

/mm, — Idt; 
donc 

9. Des ombilics. — On désigne ainsi des points d'une sur- 
face où les rayons de courbure des sections normales sont 
égaux, c'est-à-dire où l'indicatrice est circulaire. L'équa- 
tion (4) devant donner les mêmes valeurs pour F, quel que 

soit —â' '1 fau' que ses coefllcients soient séparément nuls 
ou que 

l+p" pq l + q* r 



«Google 



COUKBURE d'une LIGNE TRACËE SUR [ 



(8') p9r-.<(n-/)S) = o, pgi~s(i-t-q^)^o. 

Généralement ces deux équations, jointes à celle de la sur- 
face, déterniineronl un nombre limité de points; mais il 
pourra arriver que les trois équations se réduisent à deux, et 
alors on aura des lignes ombilicales. 

Application à l'ellipsoïde. — Reportons-nous au n° 6 en 
supposant A>B>C. Si nous portons les valeurs de r,s,t 
<lans les équations (8'), nous obtenons 

L'hypothèse /) = o doit être rejetée, parce que la seconde de 
ces équations donnerait pour q une valeur imaginaire. En 
|)renant ? = o, d'où ^ — o, cette équation donne 



-Va-^ 






Il y a donc quatre ombilics situés dans le plan principal qui 
comprend le plus grand et le plus petit des axes, et par rap- 
port auxquels lis sont symétriquement situés. 

10. Surface dont tous les points sont des ombilics, — Les 
coordonnées de tous les points delà surface doivent satisfaire 
aux équations (S'). Mais les équations (6) du n'* 2 donnent 

dcoaf _ Pl' — i* -<- ?')* ^cosm _ pqr — (i-t-p^)s _ 

on a, par suite, en vertu des équations (S'), 
(Icosi dcosm 



(=") 



àx 



On voit ainsi que cos/, cosm ne doivent dépendre respecti- 
vement que de x et /. 
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Des équations 






dï coem 
dj- " C08« ' 


on déduit 


si à ca8m 

su ~ d.c cosh' 


d'oà, en développant el en ayant égard aux relations (a). 


m c.„ifi'- 


'"'^'" dx 



Si l'on différentie successivement ces'/ + cos'm + cos*n =^ i 
par rapport à :c et 7, et que l'on tienne compte des relations 
précitées, on trouve 



àf 
tJcot 

dx ^' àj ' 

Comme cosf ne dépend que de x et cosm de y, le rapport ne 
peut être qu'une constante -r> et, en désignant par a et è deux 
autres constantes, il vient 

, .T — a r — b 



D'autre part, l'équation />rf;r -H 5 rfj'=;rfa peut s'écrire 

eosldx -H cosni <fy + coB/i dz = o, 
d'où 

eosl(Le-^-COSm/{y (x — a)tir-+- (r — h)dy 
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Si l'on désigne par c une dernière constante arbitraire, il 
vient, en intégrant, 

équation d'une sphère, comme on devait s'y attendre. 

11. Sur diverses propriétés des surfaces. — Les équations (6) 
du n" 2 donnent 



, sdx + td\' ,, , . -J 

ri 008 m = ^^~- - —qa(t-^ p^ + q*) ', 

rfcosH = - [{pr -t- qs) dx + i.ps-^- ql) dj] (i +;>»-+- ç»)"'. 

Si N' désigne la normale au point (x + dx, y -i- dy, z -i- d::) 
ou M', nous avons 

COS(N', j;) ^ COS/ -f-dcOB/, 

cos(K',j) = eosm -^dcoBm, 
cos{K,z} ^tosii -hdeosti. 

Prenons maintenant la normale pour axe des s, dirigeons M^r, 
M/ suivant les tangentes aux sections principales, désignons 
par u la distance M'M et par a son inclinaison sur 0^. Nous 



di- = ucosa, (/i= usina; 
par suite 
(a) co8(N',-c)= — «rcosa, coh(N',j) = — utsina, cos(N', ï)= i. 

I" Théorème de Sturm. — Les équations de la normale N' 
sont, en désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes, 

X — Hcosa = — arcosaZ, Y — usina = -utsinaZ, 
d'où 

Z= - =R pour X = o, 

Z = i = R' pour Y = o. 

Donc, les normales menées aux points infiniment voisins de M 
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rencontrent les axes de courbure des sections principales. Si 
l'on mène les normales aux poinls M' d'un contour fermé in- 
linimenlpetit (7), ces normales détermineront une surface 
réglée, dont les génératrices rencontreront les axes ci-dessus. 
Dans le cas où (cr) est un cercle de rayon u, celte surface a 
pour équation 

R^'_ R''¥* _ , 

(Z-ft)>"^(Z-R')'-"- 

a» Déviation. — La déviation de la surface au point M' est 
l'angle if" que forme N' avec sa projection sur le pian sMU', 
c'est-à-dire le complément de l'angle formé par N' avec la 
tangente à la surface, perpendiculaire à MM'. On a donc 



+ - 



(A) 



-i)' 



On voit ainsi que pour deux directions rectangulaires MM', 
MM' et pour la même distance u : i" les déviations sont égales 
en valeur absolue; a" les cosinus des angles formés par N' avec 
MM° et par N' avec le prolongement de M'M sont égaux et de 
signes contraires et, par suite, le premier de ces cosinus est 
identiquement égal au cosinus de l'angle de N' avec MM'. 

tes consécutives Ma, M'N'. — Si u 
u*(r'cos*a-H/'sin'a) 



3° 


Angle 


de deux non 


nales conse 


désigne cet angle 


on a 




,o» 


= (rfco 


0»+ 


rfcos^O 


+ (dcos«) 


ou 










{<:) 






(0'=U» 


/CÛS'a S 



Si nous plaçons u sur l'une des diagonales du rectangle con- 
struit sur les axes de l'indicatrice, nous avons, selon que B' 
eet positif ou négatif, 

et la formule (c) donne 
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Od remarquera que, si R' est négatif, u se trouve sur l'une ou 
l'autre des asymptotes de l'indicatrice. 
4' Surfaces gauches. — Soient (Jïg. 2) 
Fig. a. 




O'O la plus courte distance de deux génératrices infiniment 
voisines O'A', OA. 

OB la parallèle en & O'A' déterminant avec OA un plan per- 
pendiculaire au planO'OB; 

M, N les projections d'un point quelconque M' de D'A' sur 
OAetOB; 

- = 0M; 

q) l'angle du plan tangent M'MA en M avec le plan O'OB, 
c'est-à-dire le complément de l'angle du plan tangent avec 
l'angle BOA. 
On a 

MN ; X BOÀ i 

en désignant par k le rapport de la plus courte distance de 
deux génératrices inQniment voisines à l'angle qu'elles 
Torment entre elles. 

Portons sur l'asymptote OA de l'indicatrice de M la lon- 
gueur MMi= u. Comme les normales en M, Mj sont perpen- 
diculaires à OA, nous avons 

*" "^ " lïi " â M^ ' 
et l'équation {d) se réduit à 



ce qui donne la loi suivant laquelle varie le produit des 
rayons de courbure principaux sur une génératrice- 
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5° Des faisceaux. — Un faisceau est un système de droites 
inriniment voisines les unes des autres, dont tes plus courtes 
distances el les inclinaisons mutuelles obéissent à certaines 
lois de continuité. 

Proposons-nous de déterminer les conditions çue doit rem~ 
plir un faisceau pour que ses droites soient normales à une 
surface (s), par suite à une série de surfaces parallèles. 

On peut considérer la position de chaque droite Mm comme 
déterminée par son intersection M ou (x, j, z) avec une sur- 
face quelconque (S), et par les angles a, (3, y qu'elle forme 
avec Ox, Oy, Os. Soient 

âz ^ p djc ^r- q df 

l'équation différentielle de la surface (S); U — Mm la por- 
tion de la droite issue de M, limitée par la surface {s). On a, 
pour les coordonnées de m, 

X, = .c-i-Ucosa, j[=7-HOcOSp, Si = z 4- U cosy, 

d'où 

djcf—dx-t- costL dV -\- V dcoBa, 
rfj, - ((r -t- coB p rfU -1- U rfcos p, 
dzi — pdx-i-qdr-^-cosidU-hXldcosf. 

Pour que la droite Mm soit normale à (s), il faut que 
dci cos a + dj; cos p ■+■ dz, cosf = o 
OU, en ayant égard aux valeurs ci-dessus, 

(A) dO — — icosa-t'peoB-()dx — (cos^ -+- qcoay) d/, 

ce qui e^ige que 

-(coso;-Hpco9i)= £(cosPh-îco8ï) 

ou, en développant, 

dcflsa dcosp dpnsf d cosy _ 

dy àx àj " dx ~ ' 

—^ — 1 — ^ — - par leurs valeurs tirées de 

CO8arfC0Sa-l-CO8{irfc0sP-l-C0Sf rfcOSï = O, 
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on oblienl 

IdcosB / dcma ' û(>cnsS\ 

= cosf -^ + î (^cosa-^^ -H cos p -^ j 

pour la condition cherchée. 

Première application. — Supposons que la surrace (S) 
soit normale à la droite Mm, que nous prendrons pour axe 
des s, eu plaçant l'origine en M ; portons respectivement sur 
M^, M/ les longueurs infiniment petites MMi, MM, égales 
à it; nous aurons dV^^o et, d'après l'équation (B), 

" àj- ~ " dj: ' 
OU, en désignant par M, m,, Mi m, les droites issues de M,, M,, 

COS(m!, .e) = COS('H|,^), 

et, comme la direction de H^ est arbitraire, on retombe, pour 
la surface {s), sur le théorème relatif à la déviation. 

Deuxième application. — Admettons que les droites Mn» 
soient tangentes à la surface (S); en substituant dans l'équa- 
tion (B) 

COS Y = /"iOS a + // cos p , 
nous aurons 



-^cûsp^pj=/,(^cosp-^-, 



En suivant une ligne tracée sur la surface (S), cette équation 
donne 



pCOSa 


rfcosa _ 


coap 
Scosp 


d<. 


d^ea „d 


ff^ 


1 de 


/JCOBa-t-jcoBY 




' P 




rfc03f ^ 


l rfco 


Î5. 
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on a donc, en se reportant aux n"* 1 et 3, 

cosX _ cosfiL _ coav 
cosl ~ eoim ~ cob«' 
d'où 1=^1, [i.^^m,v^n. Il suit de là que les points de con- 
tact des droites du faisceau avec la sur/ace (S) déterminent 
sur cette sur/ace des lignes auxquelles ces droites sont tan- 
gentes et dont les plans osculateurs sont normaux à la sur- 
face (lignes géodésiques). 

6" Sur une propriété des rayons réfractés. — Soient ( fig. 3) 




(So) une surface traversée par des rayons lumineux pour pé- 
nétrer dans un milieu homogène (Ag); 

(S) la surface de séparation de ce milieu avec un milieu ré- 
fringent (Al); 

Mo un point {x^, y„, Sg) de (So); 

Mlepoinl(ic,j, s) où le rayon qui passe par M, rencontre (S); 

«0, Po, fa les angles de Mg M = U avec x, Oy, ; ; 

M/rt le prolongement de M„M dans (A, ) ; 

MM, le rayon réfracté; 

^1, /i) Si les coordonnées d'un point quelconque M| de ce 
rayon défini par MM, = Ui; 

«1. pu yi les angles de MM, avec Ox, Oy, = ; 

MNo, MN, les portions de la normale à (S) en M situées dans 
(Ao),(A,); 

les angles d'incidence MgMNo^^mMN, et de réfraction 



lï^i; 
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COtmBURE d'une LtGflE TRACÉE SUR UNE SURPACB. 21 

WA'=da l'élément recliligne de (S) dont les projections sur 

les axes sont dx, dy, ds; 
a, P, y les angles de MM' avec 0^, 0/, Os; 
f l'angle des plans M'MN,, mMNiMj. 

De 

iC|,= ^ — OcOSHo, 70=/ — UcOSPo, îo = 3 — UcOSTo 

on tire 

(£»:»= rf.c — cosiorfD — Urfcosoo, df„=. . ., dza = .... 

Si l'on ajoute ces dernières équations après les avoir multi- 
pliées par cosotg, cos^t, cosy,, que l'on tienne compte de la 
relation 

(icijCOSilo-'-'îro eOS^o-t- rfîttCOBYo= o, 

qui exprime que Mo^n est normal à (S), on trouve 
(rtle= ■ireoaoo-t-rfrcoBPo + '/^cos-i-o 

= (COSoo COSa-l-eosPoCOsP-l- 008-^0 C03 y) rf' = (iiiC08(0, rfo). 

Le triangle sphérique déterminé par les droites MM', Mm, 
MM| donnant 

cos(U, rfî) = sini'o cosç, 

on a simplement 

(nj„=sinioCOStf rfo. 

Nous avons maintenant 

a:i = j; + Ui cosa,, J'i=/ -l-Ui cosp,, si= î-t-OiCOSfi; 

d'où 

dxit.Qsat-t- dfitos'^i-i- rfîi cosyi 

= rfjC0Sai-t-rfrCOS^iM-rf2COSYi+i^U| 

— rfa(cosacosa, -t-eospcospi^-cosYcoa-fO + ifUi 
= da cos(U, da) -h t/U, = da sini, cosip + rfU, 
„ sioi", rfUo 

en désignant par / l'indice de réfraction. Si l'on prend 

U = j 4-con8[., 

on aura 

dxi cosai -H dfi cosPi + dzi cobyi = o. 
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It suit de là que les rayons réfractés sont normaux à une 
série de surfaces parallèles. 

i2. Tangentes conjuguées. — Proposons-nous de détenni- 
ner l'orienlation de l'intersection du plan tangent en M avec 
le plan tangent au point infiniment voisin M'. En désignant 
parX, Y, Z les coordonnées couranles, on a, pour i'équalion 
du premier plan, 

Z-z = p{\-x)-^ q{\ -y), 
et cette équation, jointe à sa différentielle en faisant variera, 
y, z, ou 

— dz =—pdr — qdy-\-(X — x)ilp-i-{Y—x)dg, 
déterminera l'intersection dont il s'agit. Mais, comme 

il: =^ p d.r -h q dy, dp = r dx -^ i dy, dq = sdx-\- t dy, 
ta seconde des équations ci-dessus se réduit à 

X—. idy-t-xdx' 

Faisons maintenant coïncider l'origine avec M et dirigeons 
M.r, M/ suivant les tangentes aux sections principales; en 
désignant par a, «' les inclinaisons sur Mx de MM' et de l'in- 

dy 
tersection des plans tangents, comme nous avons tanga = -— < 

Y 

tang« — -^ , l'équation ci-dessus devient 

tangatanga'^— -- 

Donc, en se reportant au n" 4, l'intersection de deux plans 
tangents consécutifs est le diamètre conjugué du rayon vec- 
teur de l'indicatrice suivant lequel on a mené ces plans. 

Les deux directions ont reçu la dénomination de tangentes 
conjuguées. 

13. Plus courte distance des normales menées en deux points 
infiniment voisins M, M' d'une surface. — Soient ( /ig. 4 ) 

ir= du la plus courte distance des normales ; 

r N la parallèle à IM en l' limitée au plan tangent en M. 
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d'une ligne tracEe sur une surface. 
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La droite MN étant perpendiculaire au plan NI'M', l'angle 
MNM' est droil. La droite MN, comprise dans le plan tangent 
en M et parallèle au plan tangent en M', est donc parallèle à 
l'intersection de ces deux plans, en d'autres termes c'est la 
tangente conjuguée de MM', 




Si donc 1 est l'angle de ces deux directions, on a 
(i) du — rfucosi. 

II est facile d'obtenir l'expression analytique de du. Soient, 
en effet, 

X — — pZ-hx + pt, Y — — qZ +x-^ î^ 

et, en négligeant les termes du second ordre, 

X = — (/»-)- rf/i)Z-t-J + (ir-(-(/n-(//j)î-i-p(&, 

Y ^ — {q--rdq)Z^x^df-^{q-\-dq)z+qdz 

les équations de deux normales consécutives. Une formule 

connue donne, pour la plus courte distance de ces droites, 

, ^ — (dr ~h p dz) dq -h (dy + q dz)dp 

)/dp' ■+■ dq^-t- {pdq — q dp)* 

En substituant dans le numérateur de cette expression 
di=pdj::-<^qdy, dp = rdx -^ sdy, dq =sdx-\-l<fy 

et réduisant, on obtient 

d„ = — [(' +P')''-pg^]'^'+[('+?')-v-Pg<]jr*+[li+gy-(i+p')f]rfj. 
i/dp' -hd<j*-h(pdq — qdpy 
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CHAPITRE III. 



CHAPITRE m. 

DES LIGNES DE COURBURE. 



14. Généralités. Hé licoïde gauche. — Toul lieu des points 
d'une surface pour lesquels deux normales consécutives se 
rencontrent est une ligne de courbure. D'après la formule (i) 
du numéro précédent, une ligne de courbure est caractérisée 
par i — 90", d'où les théorèmes suivants : 

i" Une ligne de courbure en un point est tangente à l'une 
des sections principales; par suite, il passe en chaque point 
deux lignes de courbure qui se coupent à angle droit. 

CoROLLAiBB. — Lts Ugnes de courbure d'une sur/ace de ré- 
volution sont les méridiennes et les parallèles. 

3° La série continue des deu^ systèmes de lignes de cour- 
bure divise la surface en rectangles élémentaires. 

î" Les normales à la surface aux: points d'une ligne de 
courbure déterminent une surface développable. 

Il résulte du premier de ces théorèmes que l'équation dif- 
férentielle des lignes de courbure s'obtiendra en faisant 
cosa^ -T-» cosP^ -~ dans l'équation {7') du n" 5 et qu'elle 
iera 

Cette équation s'obtient d'ailleurs immédiatement en égalant 
à zéro l'expression (a) de du, du numéro précédent, ce qui 
revient à exprimer que la distance de deux normales consé- 
cutives est du troisième ordre. 
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Considérons, par exemple, l'hélicoïde gauche représenté 
par l'équation 



dans laquelle k est une constante. On a 

_ ky _ kir 

ikxy ^ ^ ^ ^ A(r* — J^') 

En substituant ces valeurs dans l'équation {5) du n" 5, et 
posant 

on obtient, pour les rayons de courbure principaux, 

relation qu'on ne devra pas perdre de vue. Soit i l'inclinaison 
sur le plan xOy de l'hélice déterminée par le cylindre dont « 
est le rayon; on a 



li suit de là que les rayons de courbure principaux en un 
point sont égaux au rayon de cambrure de l'hélice passant par 
ce point. 



Asin9 Acoafl 

P= ^^' t^—i^-' 

iksind cosS A(8in>e — cos'9i 



et l'équation (i) devient 
[«•(sin'e ~ cos'fl) — Al cos'fl] dj* 

+ 3SiQ6cos6(aa>+A')dj:rfr— [a«(9in'B— cos>e)-Ht'8m>9]<iB 
Si l'on y substitue 

lie = cos 6 (?u — M sin 9 rfO, ' dy = sinfl du-\-u cosfl </9, 
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on obtient 



Les intégrales de cette double équation rentrent l'une dan! 
l'autre, et, si A désigne une constante arbitraire, on a 



-H- 



AeB- 



En se donnant un point («„ 9,) par lequel doivent passer 
les lignes de courbure, l'équation ci-dessus fera connaître les 
deux valeurs de A qui déterminent l'une el l'autre des lignes 
de courbure. 

15. Lignesde courbure passant par un ombilic. Ellipsoïde. 
— Pour un ombilic M, l'équation {i) se réduit à une identité, 
ce qui devait être, puisque toutes les sections normales en ce 
point sont des sections principales. Il paraîtrait résulter de là 
qu'il doit passer par un ombilic une infinité de lignes de 
courbure, tandis que nous reconnaîtrons ci-après que, pour 
l'ellipsoïde, il n'y en a qu'une seule. 

Pour expliquer ce fait, Poisson a fait remarquer que, si le 
terme du second ordre de la plus courte distance du n' 13 
(form. 2) est constamment nul autour de l'ombilic M, les di- 
rections des lignes de courbure devaient être obtenues en 
égalant à zéro le terme du troisième ordre de cette distance. 
Plaçons-nous à ce point de vue. 

Si X -H llx, y + Ay, a -H As sont les coordonnées d'un point 
H' de la surface, infmiment voisin de M, nous avons, aux 
termes du troisième ordre près, 

Aî =pax+9 4f-H Ax'-H.r ici/ H if-*, 

'^ ■' ■i dx df ■' 1 àx ■^ ^ 

''*'".. ^' . . '"*'., 

io --= f ûj- H- ( Al- H Ax' -I- -7- ij: ir H — -— Ar'. 

' -^ a <*/ dx -^ 7. r)jr ■' 

Plaçons maintenant l'origine en M en donnant à "Hix, dans 
le plan tangeni, une position déterminée quelconque. Nous 
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- o, / =: o, : -r^o, p -^o, ^ ^: o, i = r, 5 =^ o et, par 



suite, 



I âr . àr , , i àt , 






Aa = 7- Al- -1 ^ 4a:' -t- -v- Ax A)- + - — Lx*. 

Les équations de la normale en M' étant 

X=-z[rA.-. : ^^A.'-^^;^rA,.-H i ,^V=] ^^S 
ï=-ZrrAv-Hi?Ax=+^iA.Aj+i^ArO-HAr, 

la plus courte dislance de cette droite à M= est 

I [1 di , /Ar I dM . ,. 
efa= — - T-Aj'+I^ 3- H>^-^ 



Soient MM' — rfo-, ly^dasinx, i^^rfucosa; les direc- 
tions pour lesquelles du sera du troisième ordre seront don- 
nées par 



(2) 



/ I A( , fdr I A' \ . , 



_ / A^ _ [ A^\ 



tangja 



i Ar- 



II suit de là que, en général, il passera par un ombilic une ou 
trois lignes de courbure. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les lignes de 
courbure de l'ellipsoïde. Nous poserons 

r»- A'(A' — B') B*(A'- B') 

en faisant remarquer que ^f est le carré de l'abscisse des om- 
bilics. 
En portant les valeurs de p, q, r, s, t déduites des formules 
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,'■ 6, on oblient 



d'où, par la différentiation , 

ou, en éliminant Ç'j7' — ;cjy' — ^Jî;' dans le coefficient de 
-ft' 31 moyen de l'équation {a), 

( rt '^J' -u n\ (y ^> ■ ' ''■' ' ^ ^-?:"^ - n 

On doit donc avoir 



j; djfl ' X tLc* x^ Ux 



>:\x dx/ ' 



Si donc l'on désigne par H, H' deux eonstantes arbitraires, 
on a 

j' = IU-'-i-II'- 

Cette intégrale de l'équation (a) contient de trop une con- 
stante arbitraire, ce qui tient à ce qu'elle a été déduite de 
l'équation différentielle de celle équation. La dépendance 
entre H et H' s'établira en substituant dans l'équation (a) la 
valeur ci-dessus de y*, ei l'on arrivera ainsi à 







«-.m- 


On au 


ra, par suite, 




(t) 




r'=^--^m-. 



xitt + K' 

Soit (Xo, fo, ^o) le point par lequel doivent passer les ligm 
de courbure; l'équation précédente donne 
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d'où deux valeurs de H de signes contraires. Pour les valeurs 
négative et positive, l'équation {b) représentera respective- 
ment une ellipse et une hyperbole pour les projections des 
deux lignes de courbure sur le plan xOy. 

Considérons maintenant les points de l'ellipse déterminée 
par le plan ^0^ et que, pour abréger, nous désignerons par 
le symbole (A, C), L'équation (c) donne 

H.„, „.-e<ijz^. 

Pour ces deux valeurs, on a respectivement / ^ o, ce qui de- 
vait être, et 

Cette équation représente une ellipse si xl>-x] et, dans 
le cas contraire, une hyperbole dont l'axe transverse est Ox. 
Ces deux lignes se réduisent à la droite a; pour xl :=x\. Il 
suit de là qu'il passe par les ombilics une seule ligne de cour- 
bure qui est l'ellipse (A, C). 

Nous allons nous assurer que ce résultat est conforme aux 
idées de Poisson. Rapportons, à cet effet, l'ellipsoïde à un 
ombilic M pris pour origine, en dirigeant Ms suivant la nor- 
male intérieure et Ma; suivant la tangente à l'ellipse (A, C); 
si nous posons 

<^' = ■^ vTÂî-B')(B'-C'), 



l'équation de l'ellipsoïde devient 

d'où l'on déduit, pour l'origine M, 

a àr 6..1. dl 

' = ' = ¥• s; = âî' c = -i 

et l'équation (2) donne 

ojCtangîa-i-4)tanga 
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Si l'ellipsoïde esl de révolution, on a X ^ o, el cette équa- 
tion est satisfaite d'elle-même, ce qui devait être. S'il en esl 
autrement, elle donne tangot ^ o, c'esl-à-dire l'ellipse (A, C), 
ce qu'il fallait établir. 

1 6. Interprétation géométrique des valeurs des dérivées de r 
et de t, lorsqu'on rapporte la surface à la normale et aux 
tangentes aux sections principales passant par le point consi- 
déré. — Si l'on fait r= R dans l'équation (5) du n" 5, que 
l'on différentie cette équation par rapport à x, puis que l'on 
fasse /> = o, 9 ~ o, s = o, on trouve 

d'où, en remarquant R = - > 



Désignons par (R), (R') les lignes de courbure qui corres- 
pondent aux rayons principaux R, R' et par Ç, i;' les arcs de 
ces lignes mesurés respectivement à partir de deus lignes 
de courbure déterminées (R'„), (R,). En se donnant Ç et C',les 
lignes (R) et (R'), par suite leur intersection M seront com- 
plètement déterminées. En faisant varier ^, Ç' on embrassera 
tous les points de la surface, ce qui permet de supposer que 
R, R' sont exprimés au moyen de ces variables. En se plaçant 

à ce point de vue, il est clair que -r=- ne sera autre chose que 

la valeur limite de j- qui enire dans l'équation ci-dessus. On 
aura donc 

-T- = — iî; 3f . el de même 
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17. Courbure d'une ligne de courbure. — Si, en suivant 
une ligne de courbure, on différenlie son équation (7') du 
n" 5, puis que l'on fassej3=;o, q^^o, s=.o, cos(3:^sina, 
on obtient (',) 

/dr àl-. \ 

, I . dfl<i%% rfcos'l\ I d{r — l) . 

Les équations (7) et (8) du n» 2 donnent de la même ma- 
nière 

— - — '- = r cos'a + ( sin'a, 
da 

rfcosa . rfcosP _ 

Pour la ligne (R) ou pour et = o, on a 

rfcosp _ 1 dr rfcosy _ rfcosce _ 

da r — t dj- du ' du ~ ' 

Nous désignerons par B, et R', les rayons de courbure des 
lignes (R), {B') et nous aurons d'abord 

OU, d'après le numéro précédent, 






(R-R')> diV 



Comme vérification de ces formules, plaçons-nous dans le 
cas d'une surface de révolution dont (R) serait la méridienne. 

Nous aurons — ^ o, par suite R, ;= R. Si 9 est l'angle formé 

par la tangente à la méridienne avec l'axe de révolution et u 

(■] En observant que 

d5_cJï d» a — ^ -I-— a 

d9~ de dy ^ ~ dy dx ^' 
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le rayon de parallèle, on a 

C0S9 
d'où 

, àW an t «sino . j_i,.. '/* 

^ dR' n — B' , 

(4) ± -^ = -^— tang?, 

et la seconde des équations (3) donne 

R',' = R''C09'? 

ou 

R''=u', 

ce qu'il s'agissait de vérifier. 

18. Diverses /ormes sous lesquelles peut se mettre l'équa- 
tion des lignes de courbure. — i" L'équation (7) du n" 5 peut 
s'écrire 



dj:+p(pd>:-hqdj ) dj-^qipdx-t-qdj ) 

)U 

dp lif 

dx-t- pdi d/ -t- qds 
2° Si l'on remarque que 

COS/ COSm 

'^ ~ COs«' '~ cos« ' 

, cosldcofii — ens'idrasi , eosmdeosn — cosn rfcoswi 



'^ COS'/J ^ cos'n 

dj:— daco»», dy — rfrcosp, dz = daeosf, 

l'équation ci-dessus devient 

cosiidcosl^ cosl dcosn _ cosn dcosm — cosmdcosn 
co8«co8a — cos/cosï ~ cosrtcosp — coanJ008-[ 

d'où cette forme (0. Rodrigues) 

, ,, jicos/ _ dcoem _ dcosn 

COSa ~ COSP ~ COSY ' 
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On arrive immédialement à ce résultat par les considéra- 
UoDs suivantes. Soient Oa^ Oa'i^i les parallèles en aux 
normales à la surface menées en deux points consécutifs 

d'une ligne de courbure (R); on a aa'= =-; mais la projec- 
tion de aa' sur Ox eslrfcos/i^aa'cosa; donc 



ce qu'il s'agissait d'établir. 

3° £n mettant l'équation de la surface sous la forme 

on auraità faire subir une transformation à l'équalion (i) des 
lignes de courbure; mais il est plus simple d'opérer directe- 
ment. 

On a, pour la normale au point (j:', 7, =) de la surface. 



Pour exprimer que cette normale rencontre la normale 
menée au point {x + dx, y-\- dy, s + ds), il suffit de joindre 
aux équations précédentes celles qu'on obtient en les diffé- 
rentiant suivant ta ligne sur laquelle les deux points doivent 
se trouver, c'est-à-dire 



'~^-^-^^%~P^-^^-^^''$ 



''/_, 






En éliminant les coordonnées courantes entre les quatre 
équations qu'on vient d'écrire, on trouve 

1 -(ï--f-)4-(l--£*)4- 
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On éliminera les différentielles totales au moyen de 



(7) 



dj7 dj;' âx df -^ àx dz 

4=..., 



di, 



De cette manière on arrivera à une équation du second 
degré en dx, dy, ds, à laquelle on devra joindre la suivante 



ajc ay az 



Conséquence. — Supposons que le plan langent en (x,/, s) 
soit parallèle à ^O^*, et proposons-nous de déterminer la 
condition qui doit être remplie pour que les tangentes aux 
lignes de courbure soient parallèles à Use, O/. On a, pour le 
point considéré, 

, àf df 

Quanta -e^i il ne peut pas être nul, car aulrement le point 
serait singulier. 
L'équalion (C) doit être vérifiée parrfj-^o, rf/:^o, d'où 



Les équations (7) donnent pourrfj^^o, puis pour (// - 



d}r àx df ' 
d'où, pour la condition qu'il s'agit d'obtenir. 



(8) 



<>'/ , 



19. Condition pour que l'intersection de deux surfaces soit 
tne ligne de courbure pour chacune d'elles. — En accen- 
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tuant les lettres pour la seconde surface, nous devrons joindre 
à l'équation (5) la suivante : 



,.,^ rfcosf dcoam' rfcfls// 
cosa cosp WSY 




Les deux équations 




cosiico8i-i-cospeo9ra-4-cosYCosn = o, 




cosa eo3/'-i- cosp cosm'H- eosY cos/i'= o 




peuvent alors s'écrire 




tasr dcosl -\- cosm' daosm -!-cos«'rfcoa« - 


■o. 


cosl dcosf-^cds/n d cos m' -t-eos II deo3/i' = 


o. 



et, en les ajoutant et intégrant ensuite, on obtient 

cosl cosl' -+- cosni co^m'-b- eusn6os'i' — const. 

Donc les deux surfaces doivent se couper sous un angle 
constant (ihéorème de Joachihsthal). 

En reprenant le calcul en sens inverse, on conclut que : 
Si deux sur/aces se coupent sous un angle constant et si l' in- 
tersection est une ligne de courbure de l'une d'entre elles, 
elle est aussi une ligne de courbure de l'autre. 

Toute ligne tracée sur un plan élant une ligne de courbure 
du plan, on a ce corollaire : Si une sur/ace admet une ligne 
de courbure plane, le plan de cette ligne coupe la surface 
sous un angle constant. 

20. THËORËuii DE DuPiN. — Si trois séries de surfaces se cou- 
pent mutuellement et normalement, leurs intersections seront 
pour chaque surface ses lignes de courbure. 

Soient 
O {Jiff- S) 11 point par lequel passent trois de ces surfaces, 

que nous désignerons par (x), (/), (s) ; 
Oa;, 0/, Os leurs normales respectives en ce poinl; 
(3:,y) l'intersection de (x), (/) qui est tangente à 0^; 
{y,z) » (7), (.-) ). 0.r: 
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OM, OM', OM' trois longueurs inûnimenl petites égales por- 
tées sur ces trois lignes; 
N„ Ny les normales en M à (a:) et (/); 

n;,n; » M' à (^) et (3); 

N;, Ni » M' à {s) et (x). 

Fig. 5. 




(« 



On a, pour exprimer que Nj-, Ny sont perpendiculaires, 

COS(Ni, .r)C08(Nj-, J^) 

+ cos(Nï,.i')cos(Nj.,j) -HCoa(Nj, ï)cos(Nj., z) = o. 

Or les angles (N^, ^r), (Ny, j) sont des infiniment petit!; du 

premier ordre; les angles (N^, s), (Ny,s) ne diffèrent de go" 

(|ue d'infiniment petits de cet ordre. On â donc, au second 

, ordre près, 

/ coa(Ny, x) ■+- C08(Ni,/) = o cl do même 
(K;,r)-i-COS(N;^s) = o, 
cos(Ni, z) +cos(N;, jr)=:o. 
D'ailleurs nous avons, d'après le n" 11, 
|- cos(Nj,_)-) = co9(Ni, s), 
(A) j coa(Ny, a) = coa{Nj-, .c), 

( cos(NÎ,j^) = co3(N;,j-). 
Les six équations (a), (6) entre autant de cosinus considé- 
rés comme inconnus n'ayant pas de termesindépcndants, ces 
cosinus sont nuls. On a notamment 

(Nj, y) = 90. (K;, i) - 90°, 



!, 
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ce {|tii exprime que les déviations de(a;)enM, M' sontnulles; 
il suit de là que OM, OM' sont les éléments des lignes de 
courbure de (x) tangentes à Os, Oy ; comme est un point 
quelconque de {a:, y) par exemple, celle ligne est une ligne 
de courbure de (x) dans toute son étendue. 

L'analyse conduit facilement à ce résultat. Soient, en elTet, 

les équations de trois séries de surfaces rapportées à des axes 
rectangulaires quelconques, dépendant des paramètres arbi- 
traires X,>,,J,. Pour que ces surfaces se coupent orlhogonale- 
ment, il faut que 

df ^ df dfx àf àf, _ 
dx dx àf àf àz âz ' 

Ô.C djc ôy dj dz di ' 

àf;,dj_ df^àf 4A ^ _ 
àx ôx ày àf dz dz 

Si l'on différenlie respectivement ces trois équations par rap- 
port à X, y, s, on obtient 

i ^ 'f^ ^ ^ à\f àf, df à'ft d^J_ d/i df .)\f,_ ^ 

I dx àx* àx dx* dx df df àf dx df dx dz dz dz dx dz ~ 

] ^ «J'/i àj^ d\f, df^ d^ ^ ^ à\f^ ^ ^ d'/t 

(dx àx àf dx dx df df df' df àf' df dz dz dz àf dz " 

dx àx dz dx dxàz df df dz df àfàz dz dz* dz dz'' 

Considérons trois valeurs déterminées de i., X|, X„ et pla- 
çons l'origine des coordonnées à l'intersection des trois 
surfaces. Soient 
0-r la normale à la surface (Î.î) tangente à l'intersection 

{>.>■); 

Or la normale à la surface (X) tangente à l'intersection 
Os la normale à la surface (Xi) tangente à l'intersection 

{\, ■>■)■ 
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On a, pour le point 0, 

- ^ == ^ _ '^'' - ^ _ "^Jj _ 16 
ôj: àz dj' àjc ai àf 

Cl les équations (9) se réduisent aux suivantes : 

df d\f^ à/, _à^ _ . 
dj éxéy di àzdz™ ' 

àz à/ àz 0x dx djr ' 

àj: ôjcàz dj- df àz 

En éliminant — entre la première et la troisième, on ob- 
tient 

i)z dj- dz àx àx àj ' 



d'où, d'après la seconde. 



dxdf ' dj dz 



11 résulte de la première de ces dernières équations, par 
exemple, et du n" 18 que la ligne de courbure de la sur- 
l'ace (X,) est tangente aux intersections {X,, >,), (X,, >.), et, 
comme est un point quelconque de l'intersection (X, J,), on 
conclut que cette intersection est dans toute son étendue une 
ligne de courbure de Çk) et (Xi). 

21. Application du théorème de Dupin à la délerminalion 
des lignes de courbure de l'ellipsoïde. — Soit 



l'équation de l'ellipsoïde dans laquelle on supposera c'> b*. 

Si l'on désigne par ft* un paramètre arbitraire compris 

entre é' et c', les byperboloïdes à une nappe, représentés par 
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l'équation 

jT» "^ jT' ^F ~ c' - p.» ""'' 

détermineront sur l'ellipsoïde une série de lignes de cour- 
bure que nous désignerons par (jjt). 

Si «» est un paramétre arbitraire compris entre o et b', les 
byperboloîdes à deux nappes définis par 

couperont l'ellipsoïde suivant la seconde série (v) de ses 
lignes de courbure. 

En projection sur le plan xOz, les équations des lignes de 
courbure de l'un et l'autre système sont respectivement 

et représentent deux ellipses. 

Si l'on veut faire passer les lignes par un point donné 

i^ot /oi ''a) de l'ellipsoïde, les constantes jx* et v' se détermi- 
neront au moyen des équations {b) et (c). 
On remarquera, d'après ce qui précède, que 

Xl>flï>V». 

22. Premières notions sur les coordonnées elUpliques. ~ 
On déduit des éciuations (a), (b), (c) 



I ,_ (J>'-c')(c'-|'')(c'-''') 

Tous les points de l'ellipsoïde seront déterminés en faisant 
varier les paramètres [j.* et v' entre les limites qui leur ont 
été assignées plus haut. Les variables jx et v ont reçu le nom 
de coordonnées elliptiques. 

Dans ce système de coordonnées, les lignes de courbure 
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passant par un point de la surrace seront respectivement re- 
présentées par jj. =^ const., v =: const. 

Proposons-nous de déterminer les expressions, en coordon- 
nées elliptiques, des rayons de courbure principaux de l'ellip- 
soïde. En faisant dans l'équation {d) du n" 6 

puis remplaçant x*, 7', s' par leurs valeurs ci-dessus, on 
trouve 

équation dont les racines sont 









tX'-i'uX'- 

II s'agit de savoir à quelle série de lignes de courbure se 
rapportent l'une et l'autre de ces expressions. En supposant 
fi^— c', on a 

et la ligne de courbure de la série (fx), 

dont le rayon de courbure aux sommets du grand axe est 

— j— ■ Mais pour ces sommets on a v'=i', et la seconde 

des équations (e) donne R'^; — ^ Il suit de là qu'on a 

généralement R'i^Bp, et, par suite, R = Rv pour les rayons 
de courbure principaux correspondant respeclivemenl aux 
séries (p;) et (v). 

Pour les ombilics, les valeurs |j' et v' doivent être égales 
et, par conséquent, égales à la limite commune b*; alors 
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_ X>ft» ^ A'(A*-B') 

' c> ~ A' — 1;> ' 



_ (X' — c*)(c'— fe') _ C>(B 



ce qui sont bien les résullats auxquels nous sommes parvenu 

au n° 9. 

23, Enveloppe d'une sphère. Surface-canal. — Considérons 
une sphère mobile dont le centre est assujetti à décrire une 
courbe donnée et dont le rayon varie avec la position du 
cenlre. L'intersection de deux sphères consécutives est un 
cercle suivant lequel l'une et l'autre des sphères louchent la 
surface-enveloppe, et ce cercle est une ligne de courbure de 
celte surface, puisque, en chacun des points du cercle, les 
normales à la surface sont les rayons de la sphère. 

Réciproquement, une surface qui admet un système de 
lignes de courbure circulaires est l'enveloppe d'une sphère. 
En effet, de ce que la ligne de courbure est plane (n" 19), 
son plan coupe la surface sous un angle constant. Les nor- 
males à la surface aux points de la ligne déterminent un cône 
de révolution dont le sommet est le centre d'une sphère tan- 
gente à la surface, ce qui élablit la réciproque. 

Lorsque le rayon de la sphère est constant, l'enveloppe est 
une surface-canal. La surface a pour ligne de courbure un 
grand cercle dont le rayon est un rayon principal. L'intersec- 
tion de deux sections circulaires consécutives est l'axe du 
cercle osculateur de la courbe directrice. Le centre de cour- 
bure d'une section principale normale au cercle est l'inter- 
section, avec l'axe de courbure de la directrice, du rayon du 
cercle. Si donc p est le rayon de courbure de la directrice, 
6 l'inclinaison sur le prolongement de p du rayon du cercle, 
le second rayon de courbure principal sera 

R'- P -un 

Réciproquement, toute surface dont un rayon de courbure 
principal R est constant est une surface-canal, En eSel, si l'on 
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désigne par d-r, dy, dz les projections sur O^r, 0/, Os d'un 
élément d'une ligne de courbure correspondant au rayon 
principal R, on a (n" 18) 

dmsl _ I rfcosm i ifeosn i 

dx ~Vi' dj ^ R' >/i~^ri' 

d'où, en suivant la ligne el désignant par x, «. X. trois con- 
stantes pour cette ligne, 

.c — R COsi = -f^, J — R COS/n = r,, ■; — It COS/i = î. 

L'équation finie d'une série de lignes de courbure ne ren- 
fermant qu'une constante, deux des paramètres x- ^i C dépen- 
dront du troisième: soit 

et l'on aura 

équation d'une sphère dont le centre est assujetti à décrire ia 
ligne représentée par les équations précédentes. 

Le second rayon principal ne peut être constant que si la 
ligne directrice se réduit à un point. Donc la sphère est la 
seule surface dont tes rayons de courbure principaux sont 
constants. 

24. Sur/aces dont les rayons de courbure principaux:: sont 
égaux et de signes contraires. — En exprimant que l'équa- 
tion (5) du n" 5 a ses racines égales et de signes contraires, 
on a, pour l'équalion difTérentielle de ces surfaces, 
(lo) (r+^î)/_aj:>ç,(-l-(i+ q')i-~o; 

cette équation est également celle d'une «urface dont l'aire 
limitée par un contour donné est minimum. En effet, il s'agil 
(le rendre minimum l'intégrale 

dont les limites restent Qxes. On a donc 

S /n-;)>H-5» dy = 
d'où l'équation (lo). 



J dxj /l-H/.i-!-ï'< 



O'C' 
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Nous ne nous arrêtons pas auv différentes formes que l'on 
a données à l'intégrale générale de l'équalion (lo). Nous re- 
viendrons plus lard sur ce sujet en substituant ^ ^, y d'au-- 
très variables plus favorables à l'intégration. 

Qu'il nous suffise, quant à présent, de constater que l'héli- 
coïde gaucbe (n" Ik) et la caténoïde (') sont deux surfaces 
d'étendue minimum. 

25. Surface (S) dont les lignes de courbure d'un système 
(A) sont planes, et dont les plans coupent orthogonalement 
la surface. — Soient XY l'interseclion des plans de deux 
lignes consécutives (A), (A'); m, m' les intersections de ces 
lignes avec une ligne (B) de l'autre système. Comme l'élé- 
ment mm' est perpendiculaire au plan de (A), on voit qu'on 
restera sur la surface, en supposant que ce plan tourne d'un 
angle infiniment petit autour de XY, que par suite (A), (A') 
sont identiques. Il suit de là que la surface (S) sera complè- 
tement déterminée en se donnant le profil (A) et la surface 
développable, lieu des axes instantanés XY. 

Il est clair que, pour réaliser la surface (S), il suffit de con- 
cevoir que le plan de (A) roule sur la surface développable 
ci-dessus. 

26. Surfaces moulures. -— Si la surface développable, dont 
il vient d'être question, est un cylindre, les lignes (B) seront 
les interseclio'is de la surface (S) avec des plans perpendicu- 
laires aux génératrices du cylindre. 

Réciproquemenl, lorsque les lignes de courbure (B) d'un 
système sont comprises dans des plans parallèles, les lignes de 
courbure { A) de l'autre système sont situées dans des plans 
tangents à un cylindre. En efi'el, soient (fig. 6) 
n, «', ... les intersections d'une ligne (A) avec les lignes 

(B),(ir), ...; 
«T, n'V, ... les tangentes en n, n' , . . . h (B), (B'), .... 

Les tangentes nj, n"I' sont comprises dans le plan tangent 
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en n', et comme elles sont situées dans les plans parallèles 
de (B), (B'), elles sont parallèles. Il suit de là que le lieu de 
nT esl un cylindre dont (A) est aussi une ligne de courbure, 
et par suite la section droite. Les plans normaux aux intersec- 
tions des lignes consécutives (A), (A'), ... avec (B) seront 
tangents à un cylindre normal au plan de (B), 




On arrive aisément à ce résultai par l'analyse; à cet effet, 
dirigeons Os parallèlement aux plans des lignes (B), dont 
l'équation sera de la forme 

(1) y = aj^ + x- 

Soient MMi, MM'i les éléments rectilignes de (B) et (A); 
d' la caractéristique des différentielles qui se rapportent ù 
(A). Les angles «, |3, y se rapporteront à (B). De 

cosa C09/-1- cos^cosm-H cosycos« = o, 

on déduil, en exprimant que MM, est perpendiculaire à la 
normale en M',, 

cosarf'cos/-i-...= o 



= (n-/i>-r-^=}"'(eosa(f'/>-t-cosprf'g) 

-I- d' (i -h p^ -i- ij*)~'^ (_co& a. p + cosp.ty — cosy) 

= (1 + P*-:r q^f ' (COSa d'p + Ci)S? cfq) 

— i[d'log/r+^M-^»(cosaco8/-i-cospeos'm- 

= (H-p'-H5*) * (eOSad'p-i-COS^d'ij). 

par suite 

(b) cosarf'/' + cosprf'7 = o. 
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Mais l'équation (a) conduit à cos(3^acosa-; on a donc 
dp^ — ad'q, 

d'où, en désignant par n une conslanle arbitraire qui se rap- 
porte à ( A ), 

p-i-aq^ ri, 
ce qui revient à 

co9/-i-acosm-Hiico3n =o. 
On déduit de là 

d' cosl -h ad" coa m -h t] d'cosn = o. 
Or, d'après le n" 18, 



et enfin, en désignant par Ç une seconde constante qui se 
rapporte à (A), 



équation d'un plan perpendiculaire au plan représenté par 
l'équation (a), et c'est ce qu'il s'agissait d'établir. 

27. Sur/aces dont toutes les lignes de courbure sont planes. 

f Équation différentielle. — Concevons une sphère dont 
le rayon est l'uniLé et dont le centre est l'origine 0; les 
rayons parallèles aux normales à la surface considérée, me- 
nées aux points dune ligne tracée sur cette surface, déter- 
mineront sur la sphère une autre ligne qui estla irans/ormée 
sphérique de la première. 

Si la ligne de la surface est une ligne de courbure (A), ses 
éléments seront parallèles aux éléments correspondants de 
sa transformée sphérique (a); il en sera de même des plans 
osculateurs qui, par suite, couperont respectivement sous le 
même angle la surface et la sphère. Il résulte de là que, si la 
ligne (A) est plane, la ligne (a) sera aussi plane et le plan 
de (A) coupera la surface sous un angle constant. 

Les transformées sphériques des eéries de lignes de cour- 
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bure (A), (B) conslilueront deux systèmes de cercles (a) 
el (b) qui se couperont à angle droit. 

Soient m l'intersectiou de deux cercles (a), (b); S, T les 
sommets des cdnes circonscrits à la sphère suivant ces 
cercles. 

De ce que (a) et (ô) se coupent à angle droit, la droite S»» 
sera tangente à (b); il suit de là que le lieu des poinis S pour 
toute la série (a) sera compris dans le plan de {b), par suite 
dans le plan de tous les (b). Le lieu de S est donc une 
droite (L) par laquelle passent tous les plans de la série (b). 
D'ailleurs, les plans des cercles de contact (a) avec la sphère, 
des cônes dont les sommets se trouvent sur (L) se coupent 
suivant une droite (L') perpendiculaire à la précédente. Il 
résulte de là que les plans des lignes de courbure de la sur- 
face sont parallèles à deux droites orthogonales (L) el (L'). 

Soient {^g. 7) I le milieu de la corde (L') représentée par 
aa', par lequel nous ferons passer Os; A la distance 01. 

Pis- 7- 



—y'T * 

■/ T "y- 



Dirigeons 0/ parallèlement à aa'; la parallèle (L) à 0^ 
coupera Os en un point J déterminé par OJ = -r- 
Va cercle (a) peut être représenté par 
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On déduit de là 

d'où, par l'élimination de -3-1 



ce qui revient à 

~^ dx ^ ' - ' ~ 

dy _ i ^/7^- p' -■'/'+ r -H p' 
^ _ /.y 

La tangente à une ligne de courbure étant parallèle eu , 
chaque point à celle de sa transformée sphérique, on peut 

dv 
porler la valeur ci-dessus de ~ dans l'équation différentielle 

des lignes de courbure du n" H, et l'on obtient aussi pour 
l'équation difTérentielIe des surfaces dont toutes les lignes de 
courbure sont planes 

y ■ -+-p7A(n-p»-iv/i-t-/i>+9>)î + [iî('-'-?') + n-/i'|v^'-t-/'=-t^* 

3° Intéff raies premières (0. Bonnet). — Soit 

(3) = = c.x+^(a, 

l'équation d'un plan d'une ligne (A); en exprimant que ce 
plan coupe la surface sous le même angle que le plan repré- 
senté par l'équation (i) coupe la sphère, on obtient 



d'où ^___ 

(4) ^=l^^ï±Z±£—\. 

En portant cette valeur dans l'équation (3), on aura une 
intégrale première de l'équation (2). 
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eel l'équation du plan d'une ligne (B), la valeur de {3 sera 
fournie par l'équalion (4). dans laquelle on remplacera A 

par -T et où l'on permutera p et q. On aura ainsi 



et, en substituant dans l'équation (3'), on obtiendra la seconde 
intégrale première de l'équalion (2). 

3° Intégrale générale. — Si nous posons 



nous obtenons par la différentiation 

du ~xdp -i-y dq. 

Substituons mainlenanl à x, j les variables p, q en fonctîoi 
desquelles x, y, u seront censés exprimés. Nous aurons 

_ èfi. _ â» 

'^ ~ î>p' ^ ~ 'ôîi' 

et les équations (3) et (3') deviendront 
En portant dans 



' +/,([t)Iî* + (.-firf,]. 
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Mais on a 



pdq-¥-(^ — tj)dp = 
qdp-\-{i — p)dq = 









el l'équation (5) devient 

-^rf[i'(i-t-?')--^i/i-i- /"+'/'+ 1-^-;''] 

Cette équation s'intègre en divisant respectivement ses 
trois termes par les cubes de la première, de la deuxième el 
de la troisième des valeurs identiques 



(7) 



On obtient alors 

7 "-"^"' y 'Ki-f 
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Remplaçons u par px-\- qy — a, ei posons 

nous aurons 

11 suit de là que la surface est l'enveloppe d'un plan qui se 
déplace en vertu de la variation de deux paramètres arbi- 
traires. En difîérentiant successivement l'équalion (9) par 
rapport hp eiq, on obtient 






En éliminant/^, q entre les équations (9) et (lo), on aura 
l'intégrale générale de l'équation (s). 

4" Cas particulier où/(a) =^ o. 

Les équations de la normale au point (x,y, s) de la surrace 
sont 

En Taisant x:=-, la première prend la forme 

Z-z =-a/nZ — ;l-,-Z — aX 
OU, en vertu de (4). 

i(Z_l)/,+;,i+yl=Z-aX. 

Soient C l' intersection des normales à la surface menées 
aux points infmimenl voisins M, M' de (B); R le rayon de 
courbure principal OC; si X, Y, Z sont les coordonnées de C, 
l'équation précédente nous doi 
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Mais, en allant de M en M', les quantités X, Z, R ne varient 
pas, tandis que a varie de da; l'équation précédente exige 
donc que X — o. Ainsi le lieu des centres C, pour la ligne (B), 
est compris dans le plan sO/, et on a pour le point C 

(la) X=o, Z-AR, B=(Z-j)/i-H/.'-)-^i. 

En éliminant/ dans la seconde des équations (n) au moyen 
de t'équation (3'), et ayant égard à la valeur (4') de (3, on 
obtient 

et, pour le point C, en vertu de la troisième des formules (12), 

(13) Z-pY-?-/,(p) = o. 

Si l'on élimine x, y entre les équations (3), (3') el (9), après 
y avoir fait/(oi)=^o, ^(bc) ^o, on trouve 

ou 

ï(=.p-p;.-a;,) = yci[Pç,(P)-/,(P)]. 

En retranchant celte équation de la deuxième des équa- 
tions (13), multipliée par («(3 — JS^ — ay), puis éliminant 
Z — s au moyen de la troisième de ces équations, et enfin, 
ayant égard à la formule (4) qui permet de mettre en évi- 
dence le facteur a dans le coefïicient de R, on obtient 



;>Rfap-?p-a^) _ 



R[P?.(P)-/i(P)] 



ou, en ayant égard à la première des relations (6), 

Il suit de là que pour la ligne (B) le rayon R est constant et, 
par suite, Zet Yen vertu des formules (i2)el{i3); en d'autres 
termes, le point G est fixe, la ligne (B) est l'intersection de 
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son plan avec la sphère, ayant C pour centre et R pour rayon. 
En faisant varier |3, le lieu du centre C sera une certaine ligne, 
et la surface sera détermiaée par les intersections successives 
des sphères. Nous retomhons ainsi sur )a catégorie des sur- 
faces, dont nous nous sommes occupé au commencement du 
n' 23, en supposant plane la ligne directrice. 

28. Surfaces dêveloppables dont les lignes de courbure 
sont planes. ~ Ce qui précède n'est pas applicable à ces sur- 
faces, dont une génératrice est une ligne de courbure com- 
prise dans un plan dont l'orientation est indéterminée. Re- 
portons-nous à la figure du n" 8, en supposant que mim„ 
m^m, sont les éléments consécutifs d'une ligne de courbure, 
respectivement perpendiculaire à <ixm„ a^mt, et soit m,n le 
prolongement de m, m,; considérons le triangle sphérique 
formé par les droites m,cEt, m^m^, ntin, dans lequel l'angle 
dièdre m, n est le complément de l'angle $ du plan osculaleur 
avec le plan normal. Nous avons, en négligeant les infiniment 
petits du second ordre, 

COSaim^m, = cosaiWii'i + 6in((]W(rt x mj/nirtsinO, 

ou, en posant a^mim,^ atmin — d, 

S = ma/ni/isinO; 

mais à est l'angle de contingence de ce que devient la ligne 
de courbure lorsqu'on développe la surface sur un plan; on 
â donc 



par suite, R, étant le rayon de courbure de la ligne, 



Mais, en se reportant au n" 8, le théorème de Meusnier donne 

eosfl _ (. 
R| TU, m,' 
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Si la ligne de courbure est plane, 6 est une cojistantc (n" 19) 

et, par suite, - est constant; il suit de là que l'arête de re- 

broussement est une hélice (n" 1), et enfin que : Les seules 
surfaces développables dont les lignes de courbure sont planes 
sont les hélicoïdes développables. 
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DES LIGNES ASYMPTOTIQUES. 



29. Une ligne asymptotique d'une surface à courbures 
opposées est une ligne telle qu'en chacun de ses points elle 
est tangente à l'une des asymptotes de l'indicatrice. 11 y a 
donc deuiL séries de lignes asymptotiques dont l'une, pour les 
surfaces gauches, est évidemment l'ensemble des génératrices 
rectilignes, puisqu'on doit avoir en chaque point de ces lignes 

L'équation (a ) du n° 3 nous donne 

(l> rC08'a+ 3 i COS a C08 p -I- ICOS'p = o, 

d'oii, pour l'équation différentielle des lignes asymptotiques, 

(î) r dx^-t-.is dx dy -^ t djr*= o. 

En différentiant réquation(7} du n° % on obtient 

rfcos-j = {/•eosa-(-jeosP)cosa-(-(f cosa-i- (co8 3)coa3 



ou, en vertu de l'équation (i), 

rfcOSY =/'rfC03a-i-ydc08Y. 

OU encore (n" 1) 



isX - 



qcas]j.. 



Il suit de là que le plan osculateur d'une ligne asympto- 
tique est le plan tangent à la surface. 

30. Surface gauche à plan directeur. — Prenons ce plan 
pour celui des xy et soient 
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les équations d'une génératrice. En exprimant que cette 
droite s'appuie sur deux lignes ou directrices données, nous 
obliendrons deux relations entre a, b, c, que nous mettrons 
sous la forme 

De ces équations et des précédentes on déduit 

En différentîant successivement par rapport h x e\ y, puis 
efTectuanl une division, on trouve 



En différentiant encore cette dernière équation comme ci- 
dessus et éliminant ensuite <p'( = ) entre les résultats obtenus, 
on obtient, pour l'équation différentielle des surfaces dont il 
s'agit, 

Si on élimine s entre cette équation et l'équation (a), on ob- 
tient ces deux solutions 

(3) • *=-'". 

(4) il^-Tl. 

La solution (3), eu égard à ce qui précède, peut se mettre 
sous la forme 



, en supposant s = a. 



ce qui est l'équation d'une génératrice. 

Lorsque Os est l'une des directrices, la surface est un 
conoïde droit, et il est facile de reconnaître que son équation 
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est de la forme 
On déduil de là 

et l'équation (4) devient 

Si l'oo pose - = v, d'où dy^vdx-^-x di<, l'équation ci-des- 
sus donne 

d'où, en désignant par c une constante arbitraire, 

(6) ^^=^cfi.)=cf{iy 

^'/{ . ) ^*^ affecté d'un coefficient dans l'expression (5), on 
peut en faire abstraction au point de vue de l'équation (6). 
AppLrciTio.is : 
i" Hélicoïde gauche z ^^ kB. — On a 

f{v) = & = arc taDgf, 

et l'équation (6) donne 

J^'-l-j'^ CODBt. 

Les lignes asymptotiques de la seconde série sont donc les 
hélices de la surface. Ce résultat devait être prévu, puisque, 
d'après la relation — B'^^R, les lignes asymptotiques des 
deux séries se coupent sous un angle droit. 

a" Conoïde dont la directrice curviligne est une loxodromie 
d'un cane de révolution autour de Os. — En désignant par 
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A et X deux constantes, l'équalion de la surface est de )a 
forme {') 

a = A eM ; 
on a donc 

en appelant « le rayon \/j:'-,- y'. On a donc 



3" Conoïde de la voûte d'arête en tour ronde. — La direc- 
trice curviligne est une ellipse dont le centre se trouve sur 
O^, et dont les axes sont parallèles à 0/ et Os. En désignant 
par m et n deux constantes données, l'équation de la surface 
est de la forme 

2 = m v/ I — nv^, 

et l'équation (6) donne 

■r' = r •' 

OU en coordonnées polaires 

rd-i-tangiflilange 



/i — H laiig^B 

( ') Voir notre Traité de Mécanique générale, T. VII, p. i;3. 
(') Il est facile de véritier que les lignes asymptotiques des surfaces ré- 
glées du second degré sont les génératrices rectilignes. 
1° Hyperboloïde à une Tiappe 



Les valeurs de p, g, r, s, l se déduisent de celles qui ont été données an 
a' 6 pour l'ellipsoïde, en j remplaçant C' par —C; en les substituant dans 
l'équation (î), on trouve 



d'où, par la dilTérentiation, 



intégrale géDérale de eette dernière é 



1^2: = 
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31. Lignes asymptotiqiies d'une sur/ace de révolution, — 
Si, dans l'équation (a), on introduit les valeurs de dx, dy 
données au a" 7, on trouve 

(/•cos>6 + aj8in9cos6-i-/8in'e)rfu' 
+ a[(/ — r)8inOcos9 + j(co8*9 — sinïe)]urfurf9 

-H (rfiin'S — 2f 8inB cosO -i- ( cos'e)«»(fti s o. 

En substituant les valeurs de r, s, t en fonction de u et d ob- 
tenues au même numéro, on obtient, pour l'équation des 
lignes asymptotiques, 



*■"=/-[■ 



ou, en posant h' = 



V- 



y(«')J " 






portant cette valeur dans l'équation (a), on obtient la suivante 

(A-a:-;f)'-AU--.-B', 
qui représente deux droites qui sont les génératrices rectiligues de la sur- 
L'équatioD (^) admet comme intégrale singulière 

Si l'on porte la valeur de -^ qu'on en déduit dans l'équation (o), on 

£!-, Zl ~, 
A' B' ' 

qui, comparée ï celle de l'hyper boloïde, conduit à î — o. Donc la solution 
singulière donne ta courbe tangentiellement à laquelle se projettenl les 
génératrices rectilignea sur le plan xOy. 
1° Paraboloïde hyperbolique 



L'équation (a) donne 

ax y a 
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des lignes a 5tmpt0 tiques. 
Applications : 
•• Hyperboloïde de révolution à une nappe 



n' 




/{«*) = 


^v/"'-^V 


/'("') = 


h 


aaA'— "' 


/7«') = - 





d'où, en désignaol par a une conslante, 



COS(B — a) 

équation d'une tangente à la ligne de striction, 
3* Sur/ace 



«* 



lA - 



/«■) = 


!,/..-«', 


/■(') = 


1, (> 


/■(,)=- 





et l'équation (7') donne 
ia) ±d%=l 



Cette équation montre que la courbe est limitée à la circon- 
férence dont le rayon est a^ï, ce que l'on devait prévoir; car 
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l'équation de la courbe méridienne donn 



" V'u*- 



Celle courbea donc deux points d'inflexion correspondant à 
l'abscisse a^3. 

Le cylindre parallèle à Oz, ayant pour base le cercle de 
rayon a\/5, divise ainsi la surface en deux zones; celle qui est 
intérieure au cylindre est à courbures opposées, tandis que 
l'inverse a lieu pour l'autre. 

D'après l'équation {a}, la projection sur a: Oj d'une ligne 
asympiotique est tangente au cercle de rayon a et normale au 
cercle de rayon ai/3^i,3aa. On aura donc une succession 
d'arceaux tangents à la prenaière circonférence et ayant des 
points de rebroussement sur l'autrp. Les lignes asymptotiques 
des deux systèmes sont évidemment identiques. 

En mettant l'équation (a) sous la forme 

Y f' — a'- v' 
si l'on pose 

»,! = 3°* — <■' 

l'équation précédente se réduit à 



^K^-^s).* 



±aO = are tangw — v/Jarc tang ^ + const. 

et enfin, en mesurant 6 à partir d'un point de rebroussement, 

.. = /3 .„ ,a.g j/i|55-j - „„ U,ng ^/ï^-;' . 

La distance angulaire entre un point de rebroussement et un 
point de tangence immédiatement voisin est y (\/3 — i). 
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3" Caténoïde 

= a[\ag{u -+- i/u>— «') — loga] ; 
/(>■) = «[log(/i;+v/.^^^')-loga], 



WKi 


' — «=) 


/l(d< 


>~nî> 


4[-(- 


-.■)i« 


-4--.^ 


rf.. 



On a 
par suile, 



On déduit de Ifi, en désignant par A une constante arbitraire 
a^ — aï — n/^î_„„!= Ae*!6, 

d'où 

Aie*»^— a A e±!9(a,. _ ^5) -;- «s = o, 
el enfin 

Il suffit de considérer on couple de signes des exposants, car, 
en supposant que u* corresponde aux signes supérieurs, on 
obtiendra le même résultat pour les signes inférieurs en rem- 
plaçant — par A. 
On peut donc écrire 

Pour un point donné, les deux valeurs obtenues pour A dé- 
termineront les lignes asymptotiques passant par ce point. 

4" Surface engendrée par la tractrice 

z = — /n> — «' -t- (j log — — . 
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/<»)=-A'-- + »iog- 










v'"'-"' " 


En posaDi ii = a 


sinç, on oblient 






S,- 


d'où, en désigna 


ni 


par A une constante 


et enfin 




An 


r»" Tore 








= = t'a-- (»-»)■. 


On a 







V («-v'.)[R'-(v^-«)'] " 



Rdu 



Si l'on pose 
on trouve 



. Kd tang<p 
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et Q s'exprime en fonction de 9 au moyen d'intégrales ellip- 
tiques. 

32. Courburedeslign.es asymptotiques. ~- Pour obtenir la 
courbure de ces lignes, on ne peut pas avoir recours au théo- 
rème de Meusnier, qui conduit à un résultat de la forme 

• II faut donc attaquer directement la question. 

Si l'on différentie l'équation (1) en suivant la courbe, puis 
que l'on fasse ensuite coïncider les axes des ce et des y avec 
les tangeniesaux sections principales qui passent par le point 
considéré M, on trouve, en remarquant que (3 = 90"— et, 

</cnsg . </cosP àr j '" ■ 1 

rfT du dx 0/ 



Kl" 



L'équation (S) du n" 2 donne de la même manière 

rfcosi . cosp _ 

)n a, par suite, 

'(r — ()cOSa —-j^— 



- -r cos' a + ~ sin' a -H 3 I t- Ci 
dcos^ 



rfcosy 
et, comme (n° 29) ■ ^^ ' - =^0, on a pour la courbure cherchée 



da ~ 

- -T- COS' a -t 



^ sina^i si 
Mais l'équation (1) donne 



" = 1/f^,' ""'^^^rz^r,- 
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il vient donc 

Avant d'aller plus loin, nous nous arrêterons un instant à 
l'intersection de la surface avec le plan tangent, et dont 
l'équation est 

r /àr Ht A dr , àt . 

Eu faisant a; ^ o, _>- = o dans la deuxième et la troisième dé- 
rivées do celle équation, on obtient 



/■ + iy.o, 









On voit ainsi que la ligne considérée est Ungente aux lignes 
asymptotiques et que, par conséquent, M est un point double. 
lîn portant dans la formule 

les valeurs de y', y', déduites des équations précédentes, on 
trouve pour résultat les | du second membre de la formule (8). 
Donc le rayon de courbure de chacune des branches de l'in- 
tersection de la surface avec le plan tangent est les J du rayon 
de courbure de la ligne asymptotigue qui lui est tangente 
(Bbltrami). 

Revenons maintenant à la formule (8). Nous désignerons 
par K' la valeur absolue du rayon de courbure principal né- 
gatif, et en nous reportant aux formules du n° 16 nous ob- 
tiendrons 

dR _ ' ^' 






-j,-l'*ï 



)]■ 
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33. Cas OÙ la sur/ace est de révolution. — Nous a 



et, en se bornant à considérer les signes inférieurs, la for- 
mule ci-dessus se réduit à 

mais la formule (4) du n" 17 nous donne 

dR' R -1- R' . 

-^^ = -g-tan6^; 

nous avons donc en définitive 

. ■ y/R' r^R 3(R-hR'). 1 






C9') ± 

Dans les applications qui suivent, nous prendrons l'axe de ré- 
volution pour axe des x, et nous rappellerons que ip est l'angle 
que forme avec cet axe la tangente à la section méridienne. 

1° Hjrperboloïde à une nappe : 



On a 









ir ""'^ ï - ïïZi}^ -"-^ = -^6— ■^Z- 

el l'équation (9') donne - ~ o, ce qui est une vérification. 
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a" Caténoïde : 

, = ^(J*,-î). 

De ce que R'= R, on a d'abord 

D'ailleurs, de la relation connue 

; = a lang t?, 
on déduit 

R= -Ai-y 
d'où 



On a donc 



"cos'ip R 



= »";w«R=*'3"S?- 



L=._i^.t,„gç=^^«_ «. 
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CHAPITRE V. 

DES UGNES DE NIVEAU ET DE PLUS GRANDE PENTE. 



34. Lignes de niveau. — Ces lignes sont les sections de la 
surface par des plans parallèles à un plan fixe xOy. Leur 
dénomination s'explique en supposant que le plan xOy est 
horizontal. 

Pour une ligne de niveau, on a 

d: = 0, 
d'où 

pour l'équation difTérentielIe de ces lignes. 

Il est évident que la tangente en un point d'une ligne de 
niveau est parallèle à la trace sur le plan xOy du plan tan- 
gent à ce point. 

En portant la valeur (i) dans l'équation (i) du n" 14 des 
lignes de courbure, on obtient 

P5(r — ()-t-(î' — p*).f = o 

pour l'équation différentielle des surfaces dont les lignes de 

niveau sont des lignes de courbure. 

On arrive à un résultat plus simple quand on prend zOœ 

pour plan horizontal, car alors on a pour les lignes de niveaji 

dv 

-~^o, et, en faisant cette hypothèse dans l'équation des 

lignes de courbure (n" \h), on obtient 
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Pour les surfaces qui satisfont à cette équation, l'une dés 
conditions relatives aux ombilics (n°9) est satisfaite, de sorte 
que ces surfaces admettent des lignes ombilicales. 

35. Lignes de plus grande pente. — Une ligne de celte 
nature est celle dont la tangente en chacun de ses points fait 
le plus grand angle avec le plan horizontal a;Oy. Il est évi- 
dent que la tangente en un point d'une telle ligne est normale 
H la trace du plan tangent en ce point sur le plan horizontal. 
Les lignes de niveau et de plus grande pente déterminent 
donc, sur la surface, comme les lignes de courbure, deux 
séries de lignes qui se coupent orthogonalement. 

£n se reportant à l'équation {■), on voit que l'équation dif- 
férentielle des lignes de plus grande pente est 

<-) £=!■ 

Les lignes de niveau et de plus grande pente d'une surface 
derévolution autour de Os sont respectivement les parallèles 
et les méridiennes. 

Pour le conoïde droit s —f{ — ji l'équation (a) donne 



et les lignes de plus grande pente se projettent horizontale- 
ment suivant des cercles. 

Pour l'ellipsoïde xî "•" uï + 71 — '• l'équation {2) donne 

en posant j^=:X et désignant par M une constante arbi- 
traire. 
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CHAPITRE VI. 

DES UGNES GÉODÈSIQUES. 



36. Propriétés caractéristiques de ces lignes. — Une ligne 
géodésique est celle des lignes tracées sur une surface qui est 
la plus courte distance entre deux points donnés A et B. Le 
calcul des variations conduit à ce résultat : en chaque point 
d'une ligne géodésique, le plan osculateur est normal à la 
surface; mais on peut aussi y arriver par les considérations 
élémentaires suivantes. 

Soient a, b deux points intermédiaires de la ligne géodé- 
sique qui joint A et B; l'arc ab sera la plus courte distance 
de a el b; car supposons qu'il en soit autrement et que akb 
soit cette plus courte distance, il est clair que AakbB serait 
la plus courte distance de A et B, ce qui est absurde. La pro- 
priété caractérislique d'une ligne géodésique a donc lieu pour 
un arc élémentaire ab formé de deux éléments rectilignes. 

Cela posé, soient 
C le centre de courbure d'une section faite dans la surface 

par un plan passant parla corde ab=^k; 

dt — aCt; 

iTcab =^ d<j =:^ p di. 

On a 

. rfe , / rfE»\ 
ft — 2p sin ^ — p rfe ( [ I 

ou, en remplaçant dv par — j 
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On voit alors que rfo- sera minimum quand p sera maximum 
ou, d'après le Ihéorème de Meusnicr, lorsque le plan aC b sera 
normal à la surface. 

Un fil tendu entre A cl B sur la surface tracera une ligne 
géodésiquc. Un point matériel qui est soumis à l'action d'une 
force constamment normale à lu surface sur laquelle il est 
assujetti à rester décrit une ligne géodésique : c'est ce que, 
pour abréger, nous appellerons la définition dynamique des 
lignes géodésigues. 

D'après le n" 1, on voit qu'une ligne géodésique est carac- 
térisée par 



3 _ I rfcos-y _ 

d>3 ~ p ^"'"' do ~ ù ' d<i 



{.) — ;— =-COSA 



37. Théor&hg de Oauss. — Si, aux points A, A', ... d'une 
ligne quelconque tracée sur la surface, on mène normale- 
ment des arcs géodésiques AM, A'M', . . . de même longueur, 
le lieu des extrémités de ces arcs est normal à chacun d'eux. 

Soient 
Ao un point déterminé de la ligne; 
arcAoA:=?, arcAM — a. 

Les coordonnées de M ne dépendront que de Ç et a, et nous 
aurons 

d,c — - do -f- - - (/Ç, dj —.. ., dz = . . . . 

Soient 

AA'=rfï, A'M'^ff. MM'^rfff,; 

«, p, y les angles avec O^r, 0/, Os de la tangente en M 

àAM; 
«n pi. yi les angles semblables relatifs à da,. 

On a 

COSa = t-' COSp=..., COSf^..., 



^'K = diS,COSa,, 
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S l'expression 



nous avons 



_ d«.r d.r 
^ "d^ dÇ "^ 



I _d /dr» ^ d3>\ 

» di;\dcr» ■'"du» "*" du'/ 

deosadj; /dcosi \ rfoi 

= -— — ■ 3? +.-.= ( -cosai-i-... )—s- 



Donc ï esi une certaine fonclion /(£) de £ indépendante 
de ff, et l'on a 

/(!;) = cosM^- 
Mais, quel que soit Z, cosM est nul pour tj = o; donc 

et M est égal à 90° quels que soient tr et Ç. 

Si AflAA'.. . se réduit à un point A», la démonstration pré- 
cédente n'est pas immédiatement applicable puisque Z^=o; 
mais elle le devient en considérant £ comme étant l'angle 
formé par la tangente en Ao à AqM avec la tangente à A,Ms('). 

(') Démonstration géométrique (J. Bertrand). — Soient (_fig. S) A,M, 
Pig- S. 



A,M' deux arcs géodésiques égaux, inGniment voisins, partant du point A,. 
En admettant qne l'angle M' soit aigu, menons sur la surface l'élément 
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38. Équation différentielle des lignes géodésiques en coor- 
données rectiUgnes. — Nous prendrons x pour variable. De 
la relation connue 

co8Y = pcoa«-t-9C03p, 
on lire 

ou, en ayant égard au\ formules (i), 

JCOSY / _ COB/ _ COBnA 

dx \ " cos« cosrt / 
ou encore 

MI limité A A,M', faisant avec MM' an angle plas grand qae M*. On a 

ÎM<ÎM"', 

A,I + ÎM<AJ + iM' ou <A.M' ou <.\,M, 

ce qui est absurde, puisque A, M est censé le plus court chemin de A, en M. 
I) faut donc que les angles M, M' soient droits. 
" ■" >t (fig- 9) A,AA'. ., la ligne dont il a été question eu 

F'g- 9. 




premier lieu, eu continuant à supposer AA' iofiaimeot petit. Menons l'arc 
géodéïiqne MA'; comme l'eitrémité A' de cet arc considéré comme issu 
de M se trouve sur la tangente en A à la ligne A„A. . ., il ne diffère de AM, 
par suite de A'M', que d'un infiniment petit du second ordre. En considé- 
rant maintenant l'arc A'M comme iasu de A', son extrémité M se trouve 
sur ta normale en M i A'M', par suite MM' coïncide avec cette normale, ce 
qu'il s'agissait d'établir. 
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yr 



par 
(6) 


suite 


dcosf {''*' 
dx 


% 


'\d'z 
■•IlEi 

1' 


dz 

~1^ 


dr 




d'ai 


Heurs 
















(c) 






0033= ^ 


• 


cosp 


~ i 


dr 

dx' 




L 


'équation ( 


a) devient 


ainsi 








(d) 




[(■ 


dry\d*2 

-H" 


dr 
di 


dz dr d^yl 
dx dx di*\ 


(' + /»'-+-?') 


mais on a 

















et l'équation (rf) se réduit à l'équation cherchée 

après avoir supprimé le facteur q — p-^ qui, égalé à zéro, 

donne comme intégrale singulière les lignes de plus grande 
pente (n" 37). 

L'équation (a) est trop compliquée pour qu'on ait cherché 
tt en tirer parti; aussi, dans chaque cas particulier, s'est-on 
ingénié à résoudre directement la question soit en partant de 
l'équation (i), soit en s'appuyant sur des considérations dyna- 
miques. Néanmoins, l'équation (2) peut donner des indications 
utiles dans certains cas, notamment dans le suivant : soient 
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un poinl de la surface; /o ^^ distance à la projeclion d'une 
ligne géodésique sur le plan langent en 0; nous dirigerons 
Oy suivant Je, et nous supposerons /<, assez petit pour qu'on 
puisse en négliger la quatrième puissance. Nous ne considé- 
rerons que la portion de la ligne pour laquelle x reste du 
même ordre de grandeur que jo; dans ces conditions, j — y, 

dv 
sera du second ordre et -f- du premier ordre. En représen- 
tant la surface par l'équation 



l'équation (a) devient 



dJ." l-h (A.r-t- 11/)'+ iL/ + Ujj- 

Mais nous ne conserverons dans celle équation que les 
termes du premier ordre, parce que, par suite de la double 
intégration, les autres donneraient des termes d'un ordre su- 
périeur au troisième. Nous aurons donc 






Il suit de là que, au troisième ordre près, la projection sur 
le plan tangent de l'arc géodésique considéré est une droite et 
qu'un triangle formé par trois lignes géodésiques suffisam- 
ment rapprochées peut être, avec une grande approximation, 
considéré comme rectitigne. 

39. Propriétés des lignes géodésiques de l'ellipsoïde,— Soient 
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l'équation de l'ellipsoïde ; ^ 

(6) P-— --^V-^.^ 

y «' ^ T^ ■*" 7i 

la distance du centre au plan tangent. 

Nous considérons l, m, n comme se rapportant à la normale 
intérieure dont la direction est celle des rayons de courbure 
principaux. Nous écrirons en conséquence 

V.r Vr P; 

COS/ = j, COSm = — j-j. COSn=— -- ? 

elles équations (i) nous donneront 

, rf CflS a _ ^ F .r 

d'où 

J7 rfcosa ,r rfci>s3 ; rfms-f _ P/..;' _>^ £ï\ i_ 

^'■^aî <^s "^iî rfu "^t' rfi "" p(,«i '^^i^c*/ pP' 

L'équation (a) donne par deux dilFérenliations successives 

~ cosa + ^ cos 3 -1- 4 cosY = o, 
X rfeosa r ficnsQ z rfcosy /i-ris'a eos*S cos'ï\ 

et l'équation (_d) devient 

Le diamètre D de l'ellipsoïde parallèle à la tangente à la 
ligne géodésique s'obtiendra en Taisant x^ - cosa. . . dans 
l'équation (a), ce qui donnera 

et l'équation (e) deviendra 

(..) i - ^- 
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et 

_i_ rfp __ I / cosa detisa , 

û* da ~ l\ n» aa '■'■■■) 

ou, en vertu des formules (c), 

I dp P /x \ 

ou encore, en éliminant p au moyen de la formule (^), 

Si l'on ajoute les équations (A) et ((') et qu'on intègre, on 

trouve 

(y) PD = const.C (théorème de Joaceimsthal). 

En éliminant D entre les équations (^) et (y), on obtient 

d'où un autre théorème qu'il est facile d'énoncer. 

Supposons maintenant que l'ellipsoïde soit de révolution 
autour de 0/ et faisons passer xOy par un point déterminé 
de la ligne géodésique; nous avons 



pour l'équation de la courbe méridienne dont le rayon de 
courbure est 

et l'équation {k) devient 

£■ — const. 
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Donc le rapport du rayon de courbure d'une ligne géodé- 
sique au rayon de courbure de la méridienne au point de 
croisement est constant (ihéorème de Gudermanh). 

40. Équation différentielle des lignes géodésiques de l'hêli- 
coïde gauche. — Il nous parati inutile de reproduire les con- 
sidérations dynamiques qui nous ont conduit à cette équation 
au a" 23 du Tome VII de notre Traité de Mécanique générale. 
En nous conformant aux notations du n° W et désignant par B 
une constante arbitraire, nous avons 

^g ^_j_ ^ 

équation dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques. 

il. Équation différentielle des lignes géodésiques d'une 
sur/ace de révolution. — Nous partirons de la définition dy- 
namique des lignes géodésiques. 

Soient u la distance d'un point de la surface à l'axe de ré- 
volution; 

ia) = = /(«) 

l'équation de la ligne méridienne; 8 l'angle formé par un mé- 
ridien quelconque avec un méridien fixe. 
Les principes des forces vives et des aires nous donnent 



d'où, par l'élimination de t, 

(^) ria- 'rïi- 

Si l'on élimine s au moyen de l'équation (a), 6 s'exprimera 
en fonction de u par une quadrature- 

Supposons que la ligne méridienne soit représentée par 
une équation de la forme 

en désignant par t le rayon vecteur de la ligne émanant de 
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l'origine et par ip son inclinaison sur l'axe Os; nous avons 



et, au lieu de l'équation (b), 

Nous allons vérifier cette équation dans le cas où la surface 
est une sphère dont le rayon t sera censé égal à l'unité; nous 
avons 



Si nous posons 

nous obtenons d'abord 



- —^t cosç = 7^ — r/siJi'il' — A*; 



par suite, 



d(l = 



'"ii^ 



/sin't-A' 
d'où, en choisissant convenablement l'origine de l'angle 9, 

cos'î' = /i — A* cosft 
et enfin 

1== A' 

I — (I — /,")cos»8' 

équation d'une ellipse rapportée à son centre et dont le demi 
grand axe est l'unité. Si 0^ est l'origine de $, l'équation cî- 
dessus revient à 

et, en y faisant a;'—!—/' — s', on obtient 



équation d'un plan perpendiculaire à sOy. 
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5.2. Sur une propriété des lignes géodésiques d' une surf ace 
de révolution. — Soient 

Oy l'axe de révolution; 

R' la normale de la méridienne limitée à Oy; 

R le rayon de courbure de la méridienne considéré comme 

positif ou négatif, selon que cette ligne présente ou non sa 

concavité ou sa convexité à 0/; 
p le rayon de courbure de la ligne géodésique ; 
k une constante qui dépend des conditions relatives aux 

limites de la ligne. 



Ona(') 



d'où l'on conclut notamment que le théorème de Gudermann 
(n" 39) s'étend à toutes les surfaces de révolution du second 
degré. 

43. De la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une 
sur/ace. — Soient {Jig. lo) 



-^^o- 



ab^=bc^ds deux éléments rectilignes consécutifs d'une 
ligne quelconque (C) tracée sur la surface; 

ôc' ::^ ôc l'élément de la section normale menée suivant dd, 
c'est-à-dire celui de la ligne géodésique tangente qui suc- 
cède à ab; 

bd = ds le prolongement de ab; 

R, p les rayons de courbure de la ligne géodésique et de (C) ; 

B l'angle du plan osculateur abc avec le plan normal à la sur- 
face dbc'. 

L'angle cbd est l'angle de contingence de (C) ; l'angle cbc' 
C) Voir notre Traité de Mécanique générale, t. VII, p. Sa. 
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est appelé l'angle de contingence géodésique de cette ligne 
et p' ^^ son rayon de courbure géodésique. 



cbc' 



OQa 



fù = 



' cosQ 
d'où, en divisant par ds. 



ce' ~ r'ef tangQ 

cÙ ^ c'tdtangO, 



La première de ces formules n'est qu'une véi'ificalion du théo- 
rème de Meusnier. La seconde donne 



Soient (yî^. n), dans la section normale menée suivant ab, 
0, 0' les centres de courbure de la ligne géodésique et de (C), 




le second étant la projection du premier sur la normale prin- 
cipale de (C) ; q l'intersection de la direction de 00' avec la 
perpendiculaire à 60 ou à la tangente dans le plan tangent. 
On a _ 

% = RcolO = p', 

et q est le centre de courbure géodésique de (G). 

L'angle du plan cbc' [Jig- lo) avec le plan tangent mené sui- 
vant ab étant infiniment petit, la projection de l'angle cbc' sur 
ce dernier plan est égale à cet angle, d'od il suit que cbc' est 
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l'angle de contingence de la projection de (C) sur le plantan- 
gent; en d'autres termes, la courbure géodésique d'une ligne 
est la courbure ordinaire de la projection de la ligne sur le 
plan tangent. 

La distance de l'une des extrémités d'un élément de (C) au 
plan normal mené suivant la tangente à l'autre extrémité est 
. . I rfï* 

ainsi r- 

a p' 

La courbure de la projection de (C) sur le plan osculateur 
de la ligne géodésique est g > et on a cette relation 



d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer. 

44. Théorème de M. O. Bonnet. — Soient {fig. 12), en 
considérant une ligne MM' tracée sur une surface, 



H un point déterminé; 

A un point quelconque {x, jr,z) défini par arc MA=^ 3; 

A.h = d'j; 

p'^= y ^ le rayon de courbure géodésique; 

a.', 3', y' les angles qu'il forme avec Ox, Oy, Os. 

Nous conserverons, d'ailleurs, pour la ligne MM' les nota- 
tions des n" l et 2. 

En désignant par u une constante Infiniment petite, et par 
X une fonction de 1, portons, à partir de A sur la surface, et 
normalement à MM', l'élément rectiligne AAi=a)x; le lieu 
des points Ai sera une ligne M, M',, pour laquelle on conser- 
vera les notations ci-dessus, en les affectant de l'indice i. 
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On a 










(ir 


cosp =.... 


C0S7 =..., 


(0 




, C08P, = .... 


coSY, = ..., 




1 sio6 = eoBa' 


cosX-i-..., 






cosacosï'H-. 


. ..= 0, 





et, en observant que, sur la figure, le centre de courbure géo- 
désique se trouve sur le prolongement de A, A, 

(a) eosa'=— '-! — '-, cos^'^..., cos'['= — 

De l'équalion 

(3) (^,_x)'+(j-.-j-)' + (^.--)'=^-'Z' 

on déduit 

{x^ — x) (ttc, — rfr) -(- . . . -h to'x ■'Z 
ou, en ayant égard à la quatrième des équations (i) et aux 
valeurs (a), 

(j:, — j;)rfj;i-i-...^U)»x"'X. 

OU encore 

(0 COSa'C0Sai-i-.,. = — 10 j^ = COSA,. 

II résulte de là que l'angle A, ne diffère de 90° que d'une 
quantité de l'ordre de u. 
De la quatrième des équations (1), mise sous la forme 

{j:i-j:)C3Sa;+...= u, 

on déduit, par la différentiation, 

dxi cosa + rfriCOSp + dJiCOSY — (rf-ecosa-t-i^cosp + tfecosïJ 

ou 

t(3i(C0SaiCOSai + ..,) —du— (cOSa' —3 y-...\iaf^da = o. 

Les plans tangents en A, Ai faisant entre eux un angle 
infiniment petit, la projection de l'angle Ai sur le premier 
de ces plans lui est égale au second ordre près; comme cet 
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angle ne diffère de 90° que d'un inlîoiment petil du premier 
ordre, les tangentes à MM', M, M', en A et A, font entre elles 
un angle de cet ordre. Le coefficient de du,, dans l'équation 
précédente, est donc égal à l'unité au second ordre près, et 
on peut écrire 



- (coso'cos). -I-. . .juiy^ila = -8in6 to^d» = 



^■^1± 



'** p' AA,X AU ■ 

Si X est constant, on a rigoureusement A, — 90°, c'est-à-dire 
au second ordre piès, et si l'on procède pour M, M', comme on 
l'a fait pour MM, et ainsi de suite, on couvrira la surface d'un 
réseau de lignes qui se couperont orthogonalement. 

k&. Digression sur les coordonnées curvilignes, — Soient 

(1) F{x,x,z) = o 

l'équation donnée d'une surface; 

/(x, j, 3), /,(x,y,z) deux fonctions qu'on choisira à vo- 
lonté; 
a, p deux paramètres arbitraires, 

En faisant varier ce et j3, les équations 

représenteront deux séries de surfaces qui se couperont sur 
la surface donnée suivant deux séries de lignes qui la cou- 
vriront en .tout ou en partie. A un point donné (a;, j, s) de la 
surface (i) correspondront, en général, des valeurs détermi- 
nées de a et p. Réciproquement, on peut considérer a;, y, z 
comme étant des fonctions des variables <x et |3, auxquelles 
on a donné le nom de coordonnées curvilignes. 

En nous plaçant à ce dernier point de vue, tes coordonnées 
d'un point de la surface (i) infmiment voisin de {x, y, a) 
seront 

'-£■<-=* ^-£*-S* '-!■'"-£* 
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et, si da esi la distance des deux points, on aura, 
(3) rfs' = A (^lî -1- a B rfa <;p + C dp», 

en posant 



Les lignes (a), (sx + dx) et (|3), (P-i-rfp) détermineront 
sur la surface un parallélogramme dont les calés parallèles à 
(ji) et (a) s'obtiendront en faisant successivement dp^o, 
rfa = o dans la formule (3) qui donnera, pour ces côtés, 

)/À.da, /Crf§. 

Si donc on désigne par u l'angle sous lequel se coupent les 
lignes (a) et (P), on aura 

(5) rfi' = A rfa>-(- a i/ÂC COSto + C rfp' 

et, par comparaison avec l'équation (3), 

(6) B = v/ÂCcosu. 

Cas où les deux séries de lignes coordonnées se coupent or— 
thogonalement. — On a 

(5') <i3' = Arfa*-(-Crf3». 

Si les lignes (st) sont géodésiques, le carré de. l'élément 
d'arc d'une de ces lignes déterminé par (P), (|3 + rfp) étant 
indépendant de a (n° 37), C est de la forme 9((3), et l'on a, 
par suite, 

rf5' = Arfa« + ?(p)rf§'. 

46, Courbure géodésique des trajectoires orthogonales. — 
Soient {fig. i3) 

M, M, les intersections de (a) 

N. N, ». (« + 
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On a 

MN = /a da. 

Désignons par pi, p'p les rayons de courbure en M de (a) el 
(|3), nous avons {n"W) 



NN,— MM, 



dv/C 



Soient (««), (Pi,)deux lignes déterminées des systèmes (a), 
FFg. .3. 




(P)! X'*) '®s ^^'^^ ^® («)>(?) mesurés respectivement à partir 
de ((io) el (oto); nous avons 



MN = ^.rfa; 
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par suite, 



47. Application aux lignes de courbure de l'ellipsoïde. — 
Ed prenant les logarithmes des valeurs {d) du n" 22, et diffé- 
rentiant ensuite, on obtient 






En ajoutant les carrés sans se préoccuper du terme en d{j.dv 
dont le coefficient est nécessairement nul, on obtient 



ou, en remplaçant x*, y, z* par leurs valeurs du n° ^, 
Les Tormules (7) du numéro précédent nous donnent alors 



ces valeurs, jointes à celles de R[i, Bv du n'>22, détermineront 
la courbure et le plan osculaleur des lignes de courbure. 

48. Équation des lignes géodésiques d'une surface en coor- 
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données curvilignes (O. Bohhkt). — Soient {Jig. i4). en nous 
reportant aux notations du a" h%, 

AMM'B la ligne géodésique qui joint les points déterminés 

A, B; 
MM'i= da un de ses éléments; 

(a), (P) et (a + rfa), (P + t/p) les trajectoires orthogonales 

passant par M, M'; 
ANN'B une ligne infiniment voisine de AMM'B ayant les 

mêmes extrémités A et B; 
N, N' ses intersections avec (P), (P -i-^P); 
(a + Ha) la ligne coordonnée de l'espèce ( a.) passant par N ; 
P, Q les intersections de (a), (P + rfp) et de (a-i-ôa), 

(p-t-rfp). 




Pour que ta longueur AMB soit minimum ou maximum, il 
faut que, en passant à ANB, on ait 

mais on a, eu égard au n" hh, 

d-i = NO — MP = ; = (o -/• , 

Pa Pa 

en posant 

HN = o). 
D'autre part, 

S dti = \'Q - M'P = N'M'+ M'Q - M'P = w -t- ^- — PQ; 
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donc 

Pp M" 

Il suit de là que l'on doit avoir 
or 

et, comme u esl nul aux extrémités A et B, on a simplement 

J \pà d9' pp dtr «» di' / 

ce qui exige, puisque u est arbitraire, que 

^ pj, iio' pQ da da da' 

Si l'on désigne par i l'inclinaison en M de AMB sur (a), 
on a 

dv dti . . d*T\ .di 

-;*■ =C08i, T-! = sini, -i-^ =cosi^; 
do as da* da 

par suite, 

, . di cosi sini 
(il) j- = — ; ,- ■ 

''« Pa Pp ■ 

49. Lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — L'équation (ii) 
donne, en ayant égard aux valeurs (8) du n" 44, 



di 


-«(/!^^"~ 


-l,')(c'- 


1^' 


COSt 








r^ 


sini 
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mais, d'après l'équation (8). on a 



( rfosini 






d'où, par l'élimina lion des radicaux avec l'équation précé- 
dente, 

di = -Ç du + — — ^ rfv 

v*smicosidi + ïSin'i(/v — [i»cosisinirfi -t- (iCOS»i(/(i = o, 

et, en intégrant, 

(i3) [l'cos'iH- v'sin'i = const. p, 

intégrale première de l'équation différentielle des lignes géo- 
désiques due h Liouville. 

En ayant égard aux formules (it) et (8), cette équation 
prend la forme 

d'où l'équation finie des lignes géodésiques au moyen des 
fonctions abéliennes ('). 

50. Expression en coordonnées quelconques de la courbure 
géodésique d'une ligne (0. Bonket). — En désignant par m et 
V deux variables indépendanles, au moyen desquelles on fixe 
les positions des points de la surface, soit 

( 1 ) rfijî = E rfuî -!- aF rfw rfy H- G rft* 

le carré de l'élément linéaire de la surface. 

Considérons deux séries de lignes orthogonales (se), ((3), et 
posons 

(a) du -- m du -h n de, rfp —p du + qdv. 



( ' ) Voir notre Traité de Mécanique générale, I. Vil, p. i 
géant respeelivemenl p, p,, p, en X, ^, v. 
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En substituant dans l'équation (i) les valeurs de du et dv 
déduites des équations (2) et égalant à zéro le coefficient de 
dx dp, on obtient 

1 (/)/( — nj5)'rfiT'= (E^' — îF/)^ +G/)')rfa' 
( -H(E/i'-1-2Km/,+Gm')rfp«, 

(4) /,(F«-Gm) + 5(Pm-E/0=o. 

Si l'on désigne par k une certaine fonction, l'équation (4) 
revient aux suivantes 

(5) 'j^(.Eu-?n)=p, \(Vu-Gn) = q; 
on déduit de là 

E"= — aFm/'-(-Gmt 
pu -mrj= — > 



et l'équation (3) devient 

(6) —j-^ rf=»= ____da» + dp.. 

En continuant ^ désigner comme au n° hê par %, n les arcs 
des lignes (a), ((3) et par -r la courbure géodésique de la 
première de ces lignes, on a 

j^ _ da dp _ 
difi àa 

mais l'équation (6) donne 

àx _ k &ti _ y/EG — F' 



donc 



Av/EG'-F' ''' /E/i'- 
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On a, en se reportant aux formules (a), 

â. __ à. du à. àv du dv _^ 

dok du da àv àa àa àa ' 

d'où 

du q F« -^ Gm 

àa np — mq ~ En*— aPmH-t-Gm' 

àv __ p _ En — F/n 

da np — m^ Eit' — aFra'J -¥- tint' 



dit Eh'— a F 
par suite, 



_[(E„-F.,^-(F,-G™,t]; 

— / E/>— Fm _d k 

F» \ * ^f' v'Ew'— aFmn + (im' 



mais les formules (5) donnent, eu égard à la signification de 



On a donc enfin, en supprimant l'indice et de p', 



pour la courbure géodésique de la ligne représentée par 
l'équation difTérentielle 
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CHAPITRE VII. 

CAMBRURE D'UNE UGNE TRACÉE SUR UNE SURFACE. 



5t. Formules générales relatives à une ligne {C). — Repop- 
toDS-nous aux n" 1 et 2 en sous-entendanl que les angles /, 
m, n se rapportent à ta normale principale de la ligne géodé- 
sique tangente à (C). 

Nous avons 

(i) coaX cos/ -1- cosfi cosm -•- cosv co3/i = cob6, 

(a) cosX'cos/ +cos[i'MB/n -f-coav' cos/i = Binfl, 

(3) -cos" cosl'+cos^ eo3(i' + cosY cosv' = o, 



(4) 



rfcosV _ C03À dcoBn' _ coaji rfcosv' 



La formule (3) nous donne, par la différentiation, 

rfcos).' rfcosn' rfcosv' 



OU, en vertu des valeurs (4). 

-(COs/COsl + COSmCOSfi + COSHCOSv) 
+ C03X'— i — - + COSfl 

ou, d'après la formule (1), 

,,rfcosi .rfeosm ,deosH /-ffl i\ 
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Les formules (6) du n" 2 nous donnent, selon que cosngo, 

dcosl _ rCOSoU-.tCOSp _ d 



du 



^r^. 


+ 7* 


+'',(.>' 


,IC0S3-h 


fcosB 


-^^.0 


.'.+f' 


-g' 


(^g^ 


^Èy 


:.+f'+ 



H?') '■ 



Supposons que l'on fasse coïncider les axes Odr, 0/ avec les 
tangentes aux sections principales qui passent par le point 
considéré M, et que Ms soit dirigé vers le centre de courbure 
de la première de ces sections dont le rayon de courbure est 
R. Nous avons 

p = o, 5 = 0, j = o, 



puis , 

d , d . d 

-î-cos/ = q^rcosa, -r-cos/n = qz (sina, -rcos/i = o, 
rfo «3 da 

et l'équation (5) devient 

(6) rcosX'cosa + fcoa|ji'sina = Li-- / ^ ■ -) C099. 

L'équation (2) donnant v'^i^'zç. 6, nous avons 

COS'X'-H C03*Jl'= cos'9. 
D'ailleurs, l'équation (3) se réduit à 

cosacosX'-t- sinaeoS(i'= o. 
On déduit de là 

(7) cosX'= + siDacos9, cosfji'=± coaa cosft. 

Nous avons deux cas à. distinguer : 

1° Le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente à 
(C) est positif . 

Pour «=0, on a ft'=m — 9, ce qui indique qu'il faut prendre 
en même temps les signes supérieurs des formules (6) et (7) 
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et, OD coDséquence, 






a" Le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente est 
négatif. 
Pour»—-, on a X'=aTt — 6. Il faut donc prendre, par 

suite, les signes inférieurs des formules (6) et (7), et l'on 
retombe sur l'équation (8), dont on reconnaît ainsi la géné- 
ralité. 

52, Cambrure des lignes géodésiques. — Comme 9 est con- 
stamment nul, on a 

(9) i - (j - it) "°"°"- 

Il résulte de là que la cambrure des lignes géodésiques tan- 
gentes aux sections principales est nulle, que les cambrures 
de deux lignes dont les tangentes sont symétriques par rap- 
port à l'une l'autre de ces sections sont égales el de sens con- 
traire. Soient Mo, M6' deux tangentes symétriques par rap- 
port à O^; la différence de signes de - pour M 6, Mft' signifie 

que les plans osculateurs qui succèdent respectivement à 
sMè, sMi' sont symétriques par rapport au plan. On voit 
aussi que les lignes dont la cambrure en valeur absolue est 
maximum sont tangentes aux bissectrices des angles des tan- 
gentes aux sections principales. 

Soient a' l'inclinaison sur }&.x de la conjuguée de la tan- 
gente à la ligne (C); (l'angle des deux tangentes. 

On a 

tanga' = — |-CDt», 

sinï' = ^ ■■ - - ' — ) cos2' = ^ —, — -, . ^T^i 

v'k'' coi'a ■+- K> SLii'a /R'" cos>a -1- H' siu'a 
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en prenant les signes supérieurs ou inférieurs selon que R' 
sera positif ou négatif. 
On déduit de là 

fR — R')8inacos« 



= C09(a'— a) 



/ïn cos'a -1- K' sJD'a 
R''cos'a-h Rsin'a 



/R'^cos'a 

Vr k7 ii'co 



mais nous avons, pour la courbure de la ligne géodésique 
tangente à (C). 



nous avons donc, au lieu de la formule (9}, 

Dans le cas où la surface est un cylindre dont R est le rayon 
de courbure de la section droite, i est l'angle d'une hélice 
avec une génératrice du cylindre, et 

r ~ ~ir ' 

on retrouve ainsi la formule connue relative à l'hélice, 

ï ^ R ' 

Nous appellerons cambrure géodésique d'une ligne (C) la 

différence -y-' entre la cambrure de celte ligne et celle de la 

ligne géodésique qui lui tangente. 

(') Forme à laquelle nous étions parvenu en iSSy, par dea considéra- 
tions géométriques qui ont été reproduites en i8Gî dans notre Traité de 
Cinémalique pure. 
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53- Cambrure des lignes de courbure. — On a ici i^zQiy, 
et, d'après l'équation {9'), la cambrure d'une ligne de cour- 
bure se réduit à la cambrure géodésique. Celle équatiou, mise 
sous la forme 

(10) rft, = <rt, 

donne Heu à un théorème attribué à Lancret. 

Soit di,\ l'angle de cambrure de l'arête de rebroussement de 
la surface développable déterminée par les normales à la sur- 
face menées par les points de la ligne de courbure ; cet angle 
n'étant, évidemment, autre chose que l'angle de contingence 
géodésiquc (n° hZ), on a 

(u) rf£', = siii8</e, 

expression dans laquelle dE représente aussi l'angle de con- 
tingence de l'arête de rebroussement. Pour que la ligne de 
courbure soit plane, il faut (form. 10) que 9 soit constant, et 
la formule (11) donne 

—j^ = const. 



L'arête de rebroussement doit donc (n' 2) être une hélice 
tracée sur un cylindre quelconque, résultat déjà obtenu au 
n"28. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la condition qui 
doit être remplie pour que l'intersection de deux surfaces 
puisse être une ligne de courbure pour chacune d'elles. On a, 
en accentuant S pour l'une des surfaces, 



dt, =: rfB', 



Comme les normales aux deux surfaces et la normale princi- 
pale de leur intersection sont comprises dans un même plan, 
9 — 6' est l'angle sous lequel se coupent les deux surfaces. 
On retombe ainsi sur le théorème du n" 19. 

54. Cambrure des lignes asymptotiques. — L'angle 9 étant 
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constamment droit, l'équation ($') nous donne 



sinacosa: 



mais on a 

par suite 

On remarquera que le rayon de cambrure d'une ligne asym- 
ptotjque d'une surface d'étendue minimum est égal à la va- 
leur des rayons de courbure principaux, résultat auquel nous 
étions déjà parvenu au n" 14- pour l'hélicoïde gauciie. 

55. Di_fférenlielle du rayon de courbure de la ligne (C). — 
En difTérentiant l'équation (i) du n" 3 et ayant égard aux for- 
mules (a) du n" 2, on a 

^■^ — -|^-(rcos« + *cosP)coa 

4- -(JCOSa-H/C08 3)COSfi-^ T-COS'a-H -j- COS' B 

-H 3 (^^ COSa +■ £ COSPJ COSa COS^J (l-H /)'-)- j')" ' 

— (p^+ÇT^l (i -h p' -1- f'f' (r eoa'a -h ascosicos^ -(- ( cos*P). 

Si maintenant on dirige 0^, Oy suivant les tangentes aux 
sections principales, on peut écrire 



.f étant une certaine fonction de a, c'est-à-dire qui ne dépend 
que de l'orientation de la tangente dans le plan tangent. 
Comme cosv — cos9, on a 

co3'X-Hcos>fi= sin"e. 
D'ailleurs, la première des équations (i) du n" 1 se réduit à 
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en remarquant que, pour oc = o, on doit avoir p — 90"- 
Nous avons donc 



ou, en se reportant à la formule (8), 

ao p p Vt daj 

OU encore, en développant, 

(12) — ï- j^ + 5j- =3- (LiGOEaitB.) 

Pour appliquer cette formule, considérons l'intersection de la 
surface avec le plan tangent, question dont nous nous sommes 
déjà occupé au n° 32. Nous avons 8 ^ 90°, t ^ œ, et, en dési- 
gnant par — . — la courbure el la cambrure des lignes asjm- 
ptotiques, l'équation (la) nous donne 

p rfu pglo* 

Uâis nous avons, en vertu de la formule (8'), 



c'est-à-dire la relation obtenue au n''32. 
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CHAPITRE VIII. 

COURBURE TOTALE ET DÉFORMATION D'UNE SURFACE. 



56. La courbure d'une ligne n'esl- autre chose que ie rap- 
port à son élément d'arc du de l'élémenl d'un cercle, dont le 
rayon est égal k l'unité, qui est déterminé par les rayons paral- 
lèles aux normales menées aux extrémités de du.Ea donnant 
de l'extension à cette considération, Gauss définit la courbure 
totale d'une sur/ace par le rapport à un élément supernciel 
dùi de l'élément de la sphère dont le rayon est l'unité, limité 
par les rayons parallèles aux normales à la surface menées 
aux points du périmètre de dw. 

Soient {fig. i5) 

Fi g. i5. 




ABi^=«(iïi, AB, = rfo-ï les éléments des lignes de courbure qui 

passent par le point A; 
C l'intersection des lignes de courbure en B, et B,, qui sont 

respectivement du même système que les précédentes; 
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R = AO,, R'=AOi les rayons de courbure principaux relatifs 
à AB„ AB,. 

L'élément découpé dans la sphère par les rayons parallèles 
aux normales en A, B,, C, B, sera aussi un rectangle comme 
l'élément superficiel AB,CB„ et sa surface sera 



d'où résuite pour la courbure totale 



On voit ainsi que la courbure totale d'une surface dévelop- 
pable serait nulle; ce qui devrait paraître (étrange à un me- 
nuisier ou à un appareilleur. 

57. Lignes d'égale courbure totale, — En désignant par 
M* une constante, ces lignes seront les intersections de la 
surface donnée et de la surface représentée par 



en prenant le signe + ou le signe — selon que R, R' seront 
de même signe ou (Je signe contraire. Cette équation (n" 5) 
revient à 

Comme pour les surfaces de révolution, R, R' ne dépendent 
que du rayon u du parallèle, on voit que les parallèles sont 
des lignes d'égale courbure totale; ce sont d'ailleurs les 
seules ; car, en substituant dans l'équation (i') les valeurs des 
dérivées partielles données au n° 7, on obtient une équation 
qui ne renferme que «. 

En se reportant au n" 14, on reconnaît sans peine que les 
hélices de l'hélicoïde gauche sont des lignes d'égale courbure 
totale. 

Pour l'ellipsoïde, l'équation (i) devient, d'après le n* 6, 



ABC 



M, 
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d'où il suit que la distance au centre des plans langents aux 
points de la ligne est constante, et que notamment la poltiodie 
de Poinsot est une ligne d'égale courbure totale- L'équation 
précédente revient d'ailleurs à celle-ci 

I» r' 2» M 



qui représente un ellipsoïde dont les intersections avec i'el- 
lipsoïde donné se projettent sur les plans coordonnés sui- 
vant des lignes du second degré. 

58. Déformalion d'une surface, — Concevons que l'on 
fasse subir une déformation à une surface, formée si l'on 
veut d'un tissu flexible et inextensible, et cherchons à voir 
s'il n'existe pas une corrélation entre la surface primitive et 
la surface déformée. 

Considérons un fil d'une longueur inliniment petite e, llxé 
par une extrémité en un point A de la surface primitive et 
tendu sur la surface; proposons-nous de déterminer la lon- 
gueur du lieu géométrique de l'extrémité libre du fll. 

Soient 
x, y, 3 les coordonnées du point A; 
x' ,y' , z' celles de l'extrémité libre du fil. 

Comme la forme du fil est une ligne géodésique, on a 



Les développements de x', y', s' sont, en s'arrèlanl aux 
termes du troisième ordre, 

,_ dx e' d'x e' <P.k 

~ rfn a di- l.a.3 rfo' 

e' rfcosa e* (f'coscE 



6 t,p ■ 
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Plaçons maintenant l'origine en A et dirigeons les axes des 
X et des y suivant les tangentes aux sections principales. 
Nous avons (3 = 90'— a, cos/=o, cosm^o, cosni^i, et, 
d'après un calcul du n" 51, 



dcOSrt 

s"'"'" ""■- — 



r cos/ = — ïî cosa, -3- cosm = — 0; sioa, 
Il vient donc 

ï> E» /C08*a 

' = "»•"- 6H> ="" = "•""- 6R (-R- 

, . s' . . t' /COS'a 



e' s' P _ E* Im^^n si 



â^ . E' / 3co 

rfS-=- = «'""-6ïïl- — 

lia eit'V R' 

rfz' '. / I I N . 



Si l'on néglige les termes du quatrième ordre en e, od a, 
pour la longueur cherchée, 



Soit A' la position qu'aura pris le point A après la déforma- 
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io3 



tion; si l'on opère avec le même (il pour le point A' et sur la 
surface déformée, de la même manière que pour le point A 
sur la surface primitive, le périmètre du lieu décrit par Tex- 
Irémité libre du fil aura changé de forme, mais sa longueur 
n'aura pas varié. D'où il suit que RR', par suite la courbure 
totale, sera restée la même dans les deux cas. 
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CHAPITRE IX. 

DE L'APPLICATION DE DEUX SURFACES L'UNE SUR L'AUTRE. 



59, Généralités. — Pour qu'une surface puisse s'appliquer 
sur une autre, il faut que tout arc tracé sur la surface, après 
avoir fait subir une déformation à cette surface, puisse venir 
coïncider avec un tracé sur l'autre surface. 

Soient, pour l'une et l'autre surface, 

rfiT» = Arfa» +aBrfarfp +Crfp», 
rfi'ï = A'rfa'>-1- ■iB'rfa'rf?'+ C'rf^''. 
Il faut, pour que l'application soit possible, qu'on puisse ex- 
primer a, P au moyen de «', p', de manière à rendre iden- 
tiques les expressions de rfcr', da'*. 

Le problème ainsi posé présente de grandes difticultés et 
n'a pu être résolu que dans les cas suivants. 

60. Application d'une surface de révolution sur une sur- 
face hélicoide. — Considérons d'abord une surface de révolu- 
tion. Soient 

AMt^^Ç, A'M'=Ç + t:?Ç les arcs de deux méridiennes consécu- 
tives, mesurés k partir d'un parallèle fixe AA'; 
P l'intersection du parallèle en M' avec la méridienne AM ; 
■fi le rayon du parallèle en M; 
l'angle formé par le pian de AM avec un méridien fixe. 

On a 
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Comme rt ne dépend que de Ç, on peut encore écrire 

On appelle, en général, sur/ace hélicoïde une surface qui 
est engendrée par un profil donl le plan se déplace en pas- 
sant constamment par l'axe Os d'un cylindre circulaire, de 
manière qu'un point de ce plan décrive une hélice tracée 
sur le cylindre. Soient 

p la distance à Os d'un point m de la surface ; 
u l'angle du plan sOm avec le plan fixe sOic; 
zt,=^f{p) l'équation du profil rapportée à la droite de son plan 

qui coïncide avec Ox pour w ^ o ; 
* une constante donnée. 

La surface sera définie par les équations 

^ = pcosii), j- = psinii), z = *un-/(p). 
On déduit de là 

<foi= (i -+-/'i)rfpï-(- ay^rfp d>a + (p'-i- ft>)rf(u* 
OU(') 

En identifiant les valeurs (i) et (a), on obtient 
(3) ij. = ip.+ £jl, 

p -Î-A 

kdf ïi 
d(0 H = ' dtl. 

p'-i-«' ^p>-(-4i 

La seconde de ces équations exige que le coefficient de dQ 
soit une constante, et, en désignant par - cette constantequi 
reste arbitraire, on a 



(4) 



(5) 



_£l±i! 



àkdf 



(') En identiSant di' à Kdf+ (Bdp + Crfu)'. 
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D'après la. formule (3), l'arc C s'exprimera en fonction de p, 
ei à l'inverse on pourra écrire 

P = P<C)- 
L'équation (4) fait connaitre n — (p(!;) ou Ç = i];(ïi), ce qui 
définit la forme que doit avoir la section méridienne de la sur- 
face de révolution pour que cette surface puisse s'appliquer 
sur la surface hélicolde. 

Cas de l'héhcoïde gauche. — Nous avons /i=o et 9^ m en 
prenant a = i; puis 

Soit X l'abscisse du point de la ligne méridienne de la sui^ 
face de révolution dont l'ordonnée est n. On a 

d*o(i, d'après la dernière des équations précédentes, 
.__kd-n__ 



En intégrant et choisissant l'origine des x ^t ^^^ *l de ma- 
nière que la constante introduite par l'intégration soit égale 
à — \o^k, on trouve 






Il suit de là que la surface de révolution est la caténoïde. 

L'arc de l'hélice tracée sur le cylindre dont le rayon est p 
qui correspond à (o = 6 est yp'-f- k^d^=.-nS', d'ailleurs p :^C. 
11 suit de là qu'un parallèle et une méridienne de la caté- 
noïde viendront respectivement s'appliquer sur une hélice et 
une génératrice de l'hélicoïde. 

61. Surfaces de révotulion applicables l'une sur l'autre, — 
En faisant /■ =; o dans les formules du numéro précédent, on 
obtiendra celles qui se rapportent au cas actuel; mais, pour 
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mieux comparer entre elles les deux surfaces, nous substi- 
tuerons respectivement ti„ fl, à p et u, et nous aurons 

par suite 

d'où 

rfX = v'fl'-n-«'/{aTij'd»i, 

et la forme de la méridienne de la seconde surface est déter- 
minée. 
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CHAPITRE X. 



SUR LE SYSTÈME DE VARIABLES DE M. 0. BONNET 
ET SES PRINCIPALES APPLICATIONS. 



§ I. — Formnies générales- 

62. Soient {fig. i6) 

X, ï), C les coordonnées d'un point M d'une surface (S) rap- 
portée à trois axes rectangulaires 0^» Ot\, OÇ; 

l, m, n les angles de la normale MN avec ces axes; 




X, ï, / les coordonnées d'un point quelconque du plan tan- 
gent en M; 

P la distance de ce plan à l'origine 0. 
On a, pour l'équation du plan tangent, 

(«) Xcos/ + Yco8'n-HZcos'i = P- 

Menons par l'origine la parallèle ON, à MN; désignons par S 
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l'angle NiOÇ, et par 9 l'angle formé avec 0% par la trace du 
plan CON, sur le plan xOï). Nous avons 

(b) cos/= sinftcosif, cosm = sinOsinç, cosn = cos6, 
et l'équation ci-dessus prend la forme 

(c) Xsin9cosi?-i- Ysinesinç + Zoo8e = P. 

Si l'on suppose que les coordonnées des points de la surface 
sont exprimées au moyen des paramètres 6, ^, la distance P 
sera une fonction de ces paramètres dépendant de l'équation 
de la surface; à l'inverse, si l'on se donne la fonction P, la 
considération du plan tangent devra conduire à l'équation de 
la surface. 

Nous désignerons par ce l'angle ç et nous substituerons à 
Ô, P deux autres variables y, s, définies la première par 

^_ . 
sinO *'' 
d'Où 

lang- = cJ", sinB = 



a seconde par 



et l'équation du plan tangent devient 

(1) Xcosj^-i- Yainjr + Ziginï/ =—z. 

On voit, d'après la formule (c), que — c est la dislance de 
l'origine à la trace du plan langent sur le plan xOfl. 
Les expressions (b) prennent la forme 

(2) cos/= - — ;-) 009 m = ^— ;-! Msrt = itangir. 

La ligne x ^ const. est une ligne de la surface où les nor- 
males sont parallèles à un même plan passant par Ç ; la ligne 
/ = const. est une ligne où les normales font le même angle 
avec OÇ: ce qui justifie les noms de /ne>ù/t>n$ et de ^am/^è/es 
donnés respectivement aux lignes de ces deux catégories. 
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63. Expressions des coordonnées rectilignes de la surface en 
fonction des nouvelles variables. — Nous poserons 

L'équation (i) nous donne d'abord 

]^coB^ + ï)COSj + !;( tangf/ = — z. 

Le plan tangent est défini par )e point M et deux autres 
points de la surface qui en sont inllniinent voisins; l'équa- 
lion{i) devra doncêtre vérifiée ^^rx+dx, y&\ par a;, / + rf^; 
en retranchant cette équation des résultais obtenus et faisant 
ensuite X = x, Yr=ïj, Z^ï, il vient 

"f_ sin-T — T, cosx ~ p, ï cOBiV = q. 

Nous mettrons les trois équations qae nous venons d'ob- 
tenir sous la forme 

/ x«isa:-Mi siax =~ z ~ ila.agij'.q, 
) X sii'C - >) coaa; = p. 



Les deuï premières deviennent, en coordonnées polaires, 

j xcos(,r — <o) = -î — itengtr.ç, 
*'> Usin(.-.)=;.. 

64. Élément rectiligne de la surface. — Soit da la distance 
des points y, ri,Çet(x -^dx,'*\ + dti, ï + rfî). Les équations (3) 
donnent, après différenliation, enconsidérantxiïl, Ç. acomme 
des fonctions de x, y et après des réductions qui résultent de 
ces équations 

cosicrfy-t-sinjrrfi] = — itangij(i(£n- (( + (tangtj.^)(^-], 
sioxrfx— cosjrrfj] = {r + i\a.ngij.q -h z)dx -\- s d/, 
^"^ = ^7 [ j ^ -i- (( + < [angi>. ç}] dj-. 
En ajoutant membre à membre les carrés de ces dernières 
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équations, on obtient 

Si l'on pose 

(5), r-\-ilmsij.<i + z = u, f = c, /-h Uangi>.ç = ,r, 
il vient 

(6) rfs' = («'-+- C5)rfx!-|-2C(U + (f)(irrf/ + ((.> + «.>)rfrt. 

En désignant par w l'angle sous lequel se coupent les lignes 
a: = const., 7 = const., on a (n" 45) 

(6') / d'où 



65. Propriétés des /onctions u, ç, w. — Si l'on remarque 
àr __ di^ àt_ _ âv 



ôr ~ 


' dx 


+ 


i\»n^iy.w, 


?7^ 


_dv 


+ , 


i tangi>. V. 



En différentiant successivement 'par rapport à ^, / la troi- 
sième équation (3), on obtient 



Si l'on porte ces valeurs dans la première^des équations (7), 
on trouve 



(8', -,-=coay-;î-^+;siD<> 
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66. Angle d'une ligne quelconqui 
Soient 



l'équation différentielle de la ligne; 
<f l'angle que forme cette ligne avec le méridien x ^ consl. 

Un triangle élémentaire donne 

sinf _ / a* ■+■ c' ^ _ _ ^ , / "' -I- 1'' 
8in(ui — ip) ~ y !■* + iv' dLc ^ m y f» -HIV»' 

d'où, en ayant égard aux formules (6'), 



■"■("-'--)-'«('■'+"■') 



67. Lignes de niveau et de plus grande pente. — Soient 
(A,) udxA-odj-^o, 

(A,) i.i£r + .^rf/ = o 

les équations de deux lignes. La formule (B) donne, pour 
l'une et l'autre lignes, 

Ungçi = j tang'pi^ -. 

et l'on voit que les lignes (A|), (A,) forment deux systèmes 
orthogonaux. 

Si, dans l'équation (A,), on remplace f et «■ par leurs va- 
leurs (8), on trouve 






djr = 



ou ç = const. Donc l'équation (A,) représente les lignes de 
niveau parallèles au plan ^0^; par suite, l'équation (A,) est 
celle des lignes de plus grande pente. 

68, Angle d'une ligne quelconque avec une ligne de plus 
grande pente. — Soit 9 = <p — 9, l'angle des lignes (A), (A|). 
Si, dans 

tango = tang.p-laDg.p. ^ 
" i + langç tangifi 
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on remplace taogip et lang<pi par leurs valeurs ci-dessus, on 
trouve 



ou, en éliminant — au moyen de (A), 



«rf,r-HfrfK 



„ d.r -t-i>^y 



da " 



On déduit facilement de là 

I dr u cns B — 



ivsinf 


l-^cos6 


ri-sint 


1 — ccosB 




c — c* 


ucr><iG 


1 — csitiB 



69. Trajectoires orthogonales d'une série de lignes (A). — 
Supposons que la première des équations (9') se rapporte à 
une trajectoire; en égalant à — i les produits des valeurs (g), 
(9') de tangd, on obtient, pour l'équation des trajectoires, 

(un-^m){ud^ + ^dj) + l,^n~^'m){^d.^ + wdx) 

OU, en vertu de l'équation (9), 

(n) (Hsine + i'COs9)(ii: + (i'siQ0 + «'CO86)rf7 = o, 

en ne perdant pas de vue que se rapporte aux lignes (A). 

70. Courbure géodésique d'une ligne quelconque (A). — 
En comparant les équations (1) du n" 50 et (6) du n° 01, 
l'équation (7 ) du premier de ces numéros donne, pour obtenir 
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la courbure géodésique -; de la ligne (A), 
P 

__d ■■fK + «')/>-ft.*-4 -«-*)m 

Si l'on poi-te successivement dans l'expression de </(r* (n" 6'î') 
les valeurs de dy, dx, déduites de l'équalion (A), on trouve 



<fr m 

''» ~" j/(ïî-,- (.«)«>— 2i'(u-f- . y )n(/j + ((!> + »■>)»(>' 

et l'équation ci-dessus se réduit à 

C^['^'-" ■ '*^Kh ^^" ^"^ J^tJ 
OU, en ayantégardauxseconde et troisième des formuIes{io), 

""' T ''' = ~(«Bin9-i-»'cosO)-^^(csinO + wcose) 

~\- — Blllfl-i- cosft 

\ày OxJ \à/ àx j 



et enfin, en se reportant aux formules (7) et aux deux der- 
nières des formules (10), 



71. Équations dijfférentielles des lignes géodésiques. — 
L'équation (la) donne, en y faisant p'=cc, la suivante 

(i3) itang(/(ir + rfB = o, 

à laquelle, par suite de l'introduction de la variable auxiliaire 
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d, on devra joindre la première des équations (lo) ou 

(lo') («cose — f sin9)<iE — (ivsine — ccos9)rfr = o. 

Si a;^=const., d esl constant. Donc si une ligne géodésique est 
en même temps un méridien, elle coupe sous un angle con- 
stant les lignes de niveau, et réciproquement^ 

£n éliminant dx entre les équalions précédentes, on ob- 
tient 

(ucosft — va\fifi)dfi +îlangiy(H'sin6 — i'CO99)(0' = »■ 

Intégration dans un cas particulier. — Si l'on suppose que 
u, V, w ne dépendent que de y, en vertu des formules (7) 
cette équation prend la forme 

(«cose-..3me)rfB + (sm8^ + cose^)rf,- = o; 

d'où 

uaia9-+-i'cosB = const. 

Il s'agit maintenant de déterminer les surfaces qui satisfont à 
la condition admise. 

En désignant par m une constante, les équations {7) 
donnent 

I du 
i\a-a%iy df 

Les équations (5) deviennent 

/ d'3 . dz 



Les deux dernières reviennent à 



d dr , à dr , 

T -.- dx-¥ -, .- dr = 

dx cosiy ày eosy 
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et, en désignant par C une constante arbitraire et par \ une 
fonction arbitraire de :f, 

î = — (^-HC)aiii(_r-i- T I cosi/ rfr /-^-^ — "-X. 

En portant cette valeur de z dans la première des équa- 
tions (C), on reconnaît facilement, par une intégration par 
partie de l'intégrale double, que les termes dépendants de^ 
disparaissent et que l'on a 

tic* ' 

d'où 

X = C cosj^ -1- C sin^, 
par suite, 

z = — im(x + C) imiy — i l cas if 4/ / -^^ — h C'cosx-h C'sinj;. 

Mais on peut faire abstraction des termes en C, C, C, car, 
en se reportant aux équations (3), x. fi, î se trouveraient 
simplement diminués de C, C, C, et ces constantes dispa- 
raîtront par un transport, parallèlement à eux-mêmes, des 
axes coordonnés. On a donc en définitive 

expression dans laquelle u reste une fonction arbitraire de y. 

72. Surfaces dont les lignes géodésiques font avec les lignes 
de plus grande pente un angle 6 gui est une fonction donnée 
de X, y. — L'équation (i3) donne 

(» dr _ 
àx àj de ^ ' 



I tangi^ + T 



dx 
lions (lo), 



di) 



f/tangir-)- T- j (if sine -ccosft) r 
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OU, en posant tangd = k, 

14') [g +|-tang.><i-hAi)] («.*-.) + jp("-i'*) = o- 

73. // n'est pas possible de tracer sur une surface deux 
séries orthogonales de lignes géodésiques ('), — Supposons, 
en effet, que l'équation (i-V) se rapporte à l'une des séries et 
qu'on ait pour l'autre 

f'*'> [^+'lang<>(. + Aî)] {«■*,-(■)+ |?(«-pAi) = o, 

avec la condition d'orthogonalité 






équation qui définit non pas une surface, mais seulement une 
ligne comme on le reconnaîtra plus loin. 

74. Trajectoires orthogonales d'une série de lignes géodé- 
sigues. — Dans ce cas, le premier membre de l'équation (ii) 
est une différentielle exacte, comme nous allons le prouver 
eD vérifiant que 

-r- (u8in6-i-ccos9)= T-(i'siD6 + ipeos9) 



( ■) D'après le choix même des variables a: et y, on exclut éTideminent 
le CH3 des surfaces développables sur lesquelles on peut tracer d'une infi- 
nité de manières deux séries de lignes géodésiques orthogonales. 
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\ôjr éx) \dy axj 

+ («0086 — i'sinô)-T- -(-(ivsinO — ccoafl)^- = o. 

En vertu des équations (7), celte dernière équation se 
réduit à 



ce qui est une identité d'après l'équation (i4)- On a donc 
pour l'équation finie des trajectoires orthogonales 

(i5) /[(usine + <'cos&)rf;r-i-(<'sine-i-»'COsB)<fj] = const. 

75. Tangentes conjuguées. — Concevons que l'on mène en 
un pointM' de la surface répondant à {œ + dx, y -v- dy, z -\- dz) 
un plan tangent; son intersection avec le plan tangent en M 
s'obtiendra en joignant à l'équation (i) sa différentielle totale 
en considérant X, Y, Z comme constants, soit 

(1') X sin j dx — V cosxdx + l cosi> dy = pd.c + q dy. 

Les équations (1) et (1') détermineront une tangente MT, 
dont la conjuguée MV sera dirigée suivant MM', 

L'équation du plan parallèle au plan tangent en M, mené 
par le point 0, s'obtiendra en supposant P ^: o dans l'équa- 
tion (c) du n° 62 ou 3 =0 dans l'équation (1). En transpor- 
tant de la même manière le plan tangent en M', on devra 
faire abstraction de z-tdz. Il suit de là que les équations 
de la parallèle en à MT sont 

Xcos-c +Y3inj^ -f-Zisini/ =0, 
X siaxds: ^ Y C08J:rfj7 + Zeosîy dy = o. 

Si l'on désigne par a, |3, y les angles formés par MT avec 
Ofj, Oï), OC, on a pour sa parallèle en 

X Y Z 

COSa ~ C08|l ~ COSy' 
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et les deux équations ci-dessus donnent 

C03.J sinj: .siny^_ 

cosa cosp C08Y " ' 

sin.riir coa^ch: cosi/rfr _ 

cosa coap cus-f ' 



Si x~^^X' fi + à'fi, K + d^ sont les coordonnées de M', les 
équations (4) donnent, en ayant égard aux relations (5), 

! df_ — (u djc + ç dj-) sinx^i tangy-(c(ii- -+- w d/) cosx, 

. . I rfij = — il3n^îx{vdj: + wdf)siDj:~-iudx-l-l'dx)C0S3:, 



On aura, par suite, cos(V,x), cos(V,ï]), cos(V, Ç) qui sont 
proportionnels à dx, dn, dZ. 

76. Lignes de courbure. — Pour obtenir l'équation de ces 
lignes, il faut exprimer que (V, T) — 90°, ou que 

cosïrfy -I- cosprfï) -t- COSf df^ — o, 
ce qui revient à 

(18) (_udj: -I- f df)df - (vdi: -t- ivdj-)dx ^ o, 

OU à 

dr^ u-w dx 

ce qui est l'équation différentielle des lignes de courbure. 

En comparant l'équation (18) à la première des équa- 
tions (9'), on reconnaît que 
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77. Lignes asymptoliques. — Leur équatioD s'obtiendra en 
exprimant que co8(V, T) — i, ce qui donne 

(ao) udr*+3('drify-i-""ijr* — 0. 

78. Angle de deux normales infiniment voisines. — On a, 
pour cet angle, en ayant égard aux valeurs (a), 



(&u = y^ 



ou, en' réduisant, 

(ai) rfw = î ^^— • 

' COSfJ 

79. Rayons de courbure principaux,— Soient t/a l'élément 
d'une ligne de courbure; R le rayon de courbure principal 
correspondant. On a 

_ rfa _ cost.rrfa 

~ do>~ j/rfj;i+"rfj^* 

L'équation (i8) revient aux suivantes : 

udr+vdx = k dr, vdx-\-wdy = kdy. 

En ajoutant leurs carrés et ayant égard à la formule (6), on 
obtient 

drj = k ^dx* ■+■ djr* , 



(aa) 



COSI/ 






<■■ 

dv 
et, en éliminant^ entre les équations (19) et (sa), on obtient 

pour l'équation qui fera connaître les deux rayons de cour- 
bure principaux R, B', 

^aa') R>— (a ■(- w) cosi/R ■*■ (utv — c*) C03*i> = o. 
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Si l'on suppose que l'une R de ses racines est constante, elle 
sera l'équation des surfaces canal; si, sans changer la direc- 
trice, R diminue indéfiniment, à la limite on aura 



qui représente une ligne comme nous l'avons annoncé au 
n-TS. 

80. Rayon de courbure d'une section normale quelconque, 

Lemmb. — Soient 

MX, MY les tangentes aux lignes de plus grande pente et de 
niveau; 

(23) «Y»-HacXY-f-«'X» = i 

l'équation d'une conique comprise dans le plan tangent; 
m la tangente de l'inclinaison de l'un ou l'autre des axes de la 
conique sur MX. 



On a, d'après une formule connue. 



En comparant cette équation à l'équation (ig) et ayant 
égard à la formule (19'), on voit que 

et que les axes de la conique sont tangents aux lignes de 
courbure qui passent par M. 

Soit 2(t l'un ou l'autre des axes de la conique; «' sera le 
maximum de X' + YS et l'on aura 

XrfX-t-yJY = o; 

mais l'équalion (a3) donne 

(«Y + cX)dY + (PY + «'X)rfX = o; 



(') M. 0. Bonnet a intégré cette équation par la méthode des caraclé- 
ristiques de Monge. — Voir la Note III placée à la fin de l'Ouvrage. 
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on a donc 

X _ Y _t 

pY + ipX uY + i'X 

Comme l'équation (a3) peut se mettre sous la forme 

¥(uY + fX) + X<^Y-*-«'X) = i, 

on 8, par comparaison avec la précédente, 

* = X>+Y'=fl»; 
par suite. 



£n comparant le second de ces résultats à la formule (as), 
dr 
où l'on fera m— -j-i d'après ce qu'on a vu plus haut, on ob- 



d'où, en désignant par a a, a a' les axes de la conique. 



Arrivons maintenant à l'objet principal de cetarticle, et di- 
rigeons momentanément MX, MY suivant aa, aa', nous au- 
rons, pour l'équation de la conique, 

RXï-t-R'Y'=coai>. 
Si nous désignons par \. le rayon vecteur qui fait avec MX 
l'angle - + a, nous avons 

^^ = R8in'a + R'co3'c<. 

Le rayon de courbure p de la section normale qui fait avec 
MX l'angle cr est donné par 

I coa'a sin*a _ Rein'a-t-R'cos'a cosi/ 
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en remarquant que, d'après la formule (22), 
BR'=(((w — c')cos'i>. 

Revenons maintenanl îi l'axe MX dirigé suivant la ligne de 
plus grande pente, et appelons B l'angle que la tangente à la 
section considérée fait avec cet axe; t répondra à l'angle 
6 H — formé avec MX, et l'équation (23) donne 





i*{mcos>9 — 2csin9 cosfl + «'sin'fl) = 1 


on a, pai 


' suite, 


(^4) 


I ucos'e — ai'sinflcoaS-i-H'Bin'e 


p («.r-^')COSt/ 


ou, en SE 


! reportant aux formules (10), 


iM') 


p CO&lf\dl dT ) 



81. Angle du plan osculateur d'une ligne de courbure avec 
te plan tangent, — Soient ç cet angle; R le rayon de cour- 
bure principal correspondant à la ligne. La courbure géodé- 

sique étant -7 ^ -n-^i la formule (la) donne 
P n 

cot<p = aang,>Rj+Rg. 

On déduit des équations (22) et (22') 

^dx f dx dr\ . „dr { dv dr\ 

ou, d'après les équations (9'), 

R^ =co8irsinB, ,R^- =cosi>cose. 
Donc 

(25) eotç = isinij sinfl -[-6081/0030 -7- —aa&'^ix-r :- • 

§ II- — Des surfaces d'étendue minimnin. 

82. Pour que les rayons de courbure principaux d'une sur- 
face soient égaux et de signes contraires, il faut, d'après 
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l'équatioD (aa') du n" 79, que l'on ail 

(I) « + «- = 0. 

Si l'on différentie cette équation par rapport à / et qu'on 
ait égard aux relations (8) et (8') du n" 65, on obtient la sui- 
vante 

dont l'intégrale est 

en désignant par/,/, deux fonctions arbitraires. 
La troisième des équations (3) du a" 63 ou 

(4) ^=Cais<> 
donne 

(5) z=j\coaiydx + \, 

en désignant par X une fonction de x. Cette fonction sera 
déterminée de manière que l'équation (i) soit satisfaite par 
la valeur (3) qui est l'intégrale d'une équation plus générale 
que l'équation précitée. 
La première des équations (5) du n" 6!» ou 

d^z . . à! 
„ = _.+, tonê.^^-^^ 

donne par la substitution de la valeur (5) 

"^ J dF*^''^'^-^'^J ï^si^dr-t-ÇisiDij+^^H-x, 

= — f T^coafjdrH- / Çco9y-rff- + C'Sinfj-+ -j-^ -1- X. 

En intégrant deux fois par partie, on a 
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On a donc, en se rappelant la seconde des formules (8) du 
n<>65, 

li faut donc, pour que l'équation (i) soit satisfaite, que 
l'on ait 

d'où 

X = Ccos^ + C'sin*+ / ( •^] &ia(a — :c)da, 

en représentant par (^j la valeur de ^ pour x=iix, 
y—o. 

L'équation (5) devient ainsi 






83. Application à quelques cas simples. — t" Soient 

expressions dans lesquelles a, b sont des constantes réelles 
qu'on peut toujours supposer positives. Nous avons 

(A) r. = ax + hf, 

j ^cosirdj = — {aX'i~/'j)is,inij- — beosij -t- i, 

/( -r- ) 8\nla — x)da = b cos.i — b : 
par suite, en faisant abstraction des termes en cos^ et sin^r 
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pour le motif que nous avons donné à la fin du n"?!, 

(B) s = — {ax-i- i_T')/8inir — bcosty. 

Les équations (3') du n" 63 deviennent 

( tC08(u> — J^) = icOSIJ'i 



a(<^~x)^a 



(C> 
Si a r^ o, on a 

i = 6cosi/ = icos(v = - ^È 

c'est-à-dire l'équation de la caténoïde, 
Si ô — o, on a 



ce qui représente l'hélicoïde gauche. 

Supposons maintenant que a, b aient des valeurs positives 
quelconques; soient {Jtg. 17), dans le plan xOn, 




Ox' un axe faisant avec Ox l'angle x; 

On' sa perpendiculaire menée dans le sens de l'accroisse- 
ment de x; 

•/_', fi' les coordonnées parallèles à Oxi On de la projection m 
sur le plan xOn de l'un des points M de la surface qui ont 
le même méridien. 
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Les équations (C) deviennenl 

(C) x'= l/cosiy, r,'=ai&\aix, 

d'Où 

équation d'une hyperbole dont le sommet situé sur 0^' sera 
désigné par B; si j désigne aussi faire du secteur liyperbo- 
lique BOff), nous aurons, en ayant égard aux équations (C')> 



^^■-/Vf. 



En prenant sur le prolongement de Mm, le point M, déQni 
par mM, — — > l'équation précédente revient à 



Désignons par (C) le lieu des points Mi lorsqu'on fait varier 
la position de m sur l'hyperbole. En considérant x comme 
représentant le temps, faisons tourner (C), à partir de ^ — o, 
autour de OÇ avec la vitesse angulaire i, en lui imprimant en 
même temps la vitesse translatoire a; la ligne (C) engendrera 
la surface minima. 

a" Soient, n étant un nombre entier positif, 



f(x + ix)^{e-'-<'^'y', /,(^_,»=- 



c osn-J^ /ei™- 
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En éliminant x, y entre les équations (E), (F), on obtient 
une relation algébrique entre %, y], C (')■ 

On pourra obtenir autant de surfaces algébriques qu'on 
voudra, en prenant 

les A*, B* élant des constantes réelles quelconques, et les /i* 
des nombres entiers différents de ± i. 

8V. Carré de l'élément linéaire d'une sur/ace d'étendue 
minima. — En introduisant la condition (i) dans la for- 
mule (6) du n* 64, on obtient, en ayant égard aux for- 
roules (8) du a' 65 et à la valeur (3), 

(8) i ''<'' = ('*+«'')<'^*^-*'*^='^»S'rr(g-l-^|)<<ir»-Hd/') 

85. Lignes de courbure. — Les fonnules (8) du n" 65 don- 
nent, eu égard à la valeur'(3), 

je =cosi>[A^ + '>)-i-/,'U — (r)], 
. ^»' l^ = -u = im8ij-[fX:c - ij) - fiix - .>)], 



(>) En élimiDBDt «'y dans les équations (F) au moyen de l'équation (E), 
00 obtient deux équations entre e' et e-y, qui donnent 

eï = —^[j, cosx + t sinx — colnx(x sinx — ïi cosa:)], 

eJ = -î!^[XCOij; + 7isin^ + cotna:(xsinr-Tico3a;)I, 
d'où 

JZIx- = [cofn* (X sini -n cos«)'~ (X cojic + 1\ aiox)']. 

En élevant eJ k \i n"*** puissance et ayant égard à l'équation (E), on 

On a ainsi deux équations entre des puissances entières de e'' dont l'élimi- 
nation conduira à une relation algébrique entre Xi A, f- 
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et, en portant ces valeurs dans l'équation {19) du n" 76, on 
obtient 

^'"^ djc^ n^ + ij-) -H fiij: - ij) tU 

^ * \ -■^i[f{x-^ij)-fi{j:-iy)\drdy = o. 

Si nous posons 

(il) j:4-i7 = :r,, j7 — iji=j,, d Ou -c = ■■■ ^ . 7 = — ' ^j 

nous avons 

dx* — dy* = — ■ =^ 1 ai da: d/ = — '— — — ^ , 

et l'équation (lo') devient 

nx,)dx\ + f;(y,ydf\ = o; 
d'oî!i, pour l'équatioti intégrale des lignes de courbure, 

<I2) //yvr)rf^i = ±j/v//,V,)rf/,+ con9t. 

86. Lignes asymptotiqaes. — Si l'on substitue les va- 
leurs (g) dans l'équation (20) du n"!"!, on trouve 

[/'(^ + '» - /.'(^ - '»] (rfr* - -i-'*) 

d'où, en introduisant les variables Xi, yt du numéro précé- 
dent, 

(13) ///VT) dx, = ± f^/KK) df, + const. 

87. Angle d sous lequel une ligne coupe les lignes de plus 
grande pente. — En faisant u^=—u' dans la première des 
équations (10) du n° 68, on trouve 

dr _ ivcosQ -i-f sinfl . 
Uj: ~~ .vainO — ycosfl' 
d'où 



idy ([;_,-.i.)(0O6e — iSioO) 
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OU, en ayant égard aux valeurs (9) et introduisant les valeurs 

Soil, pour une seconde ligne qui coupe la première, 

on a 

en désignant par u l'angle sous lequel se coupent les deux 
lignes. 

Si la première ligne est une ligne de courbure et l'autre une 
ligne asympto tique, on a, d'après les n" 85 et 86, 

par suite, par comparaison avec l'équation précédente. 



ce qui est une vérification. 

88. Lignes géodésîques. — Si, dans l'équation (i3) du 
n'Tl, on substitue à ^, / leurs valeurs en fonction des va- 
riables ^1,^1 du n''85, qu'on exprime ensuite tang - ' ■ j 
au moyen d'exponentielles, on trouve 



r-'r. 



(^, + rfr,) 



«n faisant 

Si l'on pose 

/(^.) = /(*-'Iog*,) = ? (*.), 
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l'équation (i4) revient à 

En prenant les logarilhmes et différentiant ensuite par rap- 
port à _^„ on trouve 

En éliminant dans celle équation ^i-j— au moyen de l'é- 
quation (a), on obtiendra celle des lignes géodésiques. 

89. Sur/aces d'étendue minimum qui satisfont à certaines 

conditions géométriques. 

i" Surf ace de révolution. — Yci Ç est une fonction de ^ seul, 

ou -;— — o. On a donc 
dx 

/(^+,»-i-/;(^-i7) = o, 

d'où 

f{jc + iy) = a + ib, f[{,:-ix)=-{a + ib), 

a, b étant des constantes réelles. On déduit de là, en dési- 
gnant par c, d, Cl, </, quatre nouvelles constantes, 

f{x^ij)= {a + ib){o:^ix) + c +td. 
f^(x^ir) = -^,n + il>)(x + ix) + c,+ idt■, 

par suite 

X. = i{a + ib)iy-^-c~^Ci-i-i{d-i-ât) 

OU, comme C doit être réel, 

C = — îér + c + c; 

mais on peut supprimer la constante c + c„ qui ne donne lieu 
qu'à un transfert de la surface parallèlement à OÇ. Ou a donc 
en définitive 

Il résulte de là que la caténoïde (□"SS) est la seule surface 
de révolution d'étendue minima. 
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a* Surfaces engendrées par le mouvement hélicoïdal d'une 
courbe autour de l'axe î. — Si m est une constante réelle, 
on a, pour ces surfaces, t- = m, ou 

d'où, successivement, 

f\(a--ix) = m~{a^ib), 

f {x-^ if) = (<!-(- U>){x -hij-) + c-h id, 
/,(i-(»^(m-«-/i){x-0) + c, + (W„ 
ï = m(^ - ix) + ^ij (a + ib) + r + c,^ i{d + rf,), 
et enQn, pour les motifs qui ont été donnés plus haut, 

ce qui donne la surface indiquée au n° 83. 

S" Sur/aces gauches. — Vne pareille surface est caracté- 
risée par la condition que l'un des systèmes de ses lignes 
asymptotiques soient des droites; or la transformée sphé- 
rique d'une droite est un grand cercle, d'où il suit que les 
lignes asymptotiques d'un système peuvent être représentées 
par l'équation 

cos{j^ — a) = siniflsini/ ('). 

{') Soient a, b, c les cosinus des angles forméi avecOx, O^, 0« par la 
normale au plan d'un grand cercle, on a 



«u, en posant - — tinga et ayant égard aux formules (a) du n* 62, i 
qu'à la relation — + tang'a + i = — » 



^-..=(<v/f^-.)=' 



Comme la position d'une génératrice rectiligne ne dépend qoe d'une seule 
variable, il en est de même de celle du plan du grand cercle correspondant ; 
on pouira donc considérer a comme une fonction de oi et écrire 



d'où l'équation du texte. 
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dans laquelle se est une constante arbitraire et p une certaine 
Toacliou de cette conslanie. En différentiant deux fois cette 
équation, puis éliminant siniy au moyen de la même équa- 
tion, on obtient 



(■-£)' 



tang'j 



.d'y 



d,ri\ //.ri Xi — Yi 






en introduisant les deux variables Xi, /i (n° 8S) et prenant 
la seconde comme variable indépendante. 
Si nous posons 

nous avons (n° 86), pour les lignes asymptotiques, 

' ' dy^ y,* 

d'où 

\ Vi X, djj'dj, " dy\ ' 



("■} 



On déduit des équations (a) et {a'}, en ne considérant que 
l'une des deux valeurs de Y,, 

/ dr^\ X, — y, _ XI _ X^ rf.r, 

[ ' ^ rfj-. / ^"^ 1 ~ Y. X. df\ 

ou, en substituant la valeur (è) et exprimant tang — '- — ^ au 
moyen d'exponentielles, 

(i5> ( Vi + X, - lY'i -H i\\)e'-'. = (Y, -t- X,+ iï', — iX.',)e'7i. 

En différentiant successivement par rapport à x, et y,, on 
trouve 

(y,-iT'|)'e"' = (X,- (X'i)Vj-., 

ce qui exige que, m désignant une constante réelle ou ima- 
ginaire, 

(V,-tV',y=2Ûw'r., (X,-iX',)'=a™''.. 
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On a, par 


suite, 


(c) r,- 


iY\ = ^me'y^+la, X,- 



en représentant par a, p deux nouvelles constantes de même 
nature que m. En portant ces valeurs dans l'équation (i5), on 
«btient 

( X, + iX; + 3 a)e''. = (ï, + 1 ¥', ■+■ 2 P)c'r., 

d'où, en désignant par n une deraière constante de même 
nature que m, 

{€•) X,-(- iX', = 5ne-".~ îa, Y, + i\\ = a/w'r. - a?. 

Des équations (c) et (c'), on tire 
yit = me"i-^iie-'''+ ? — a, iX', = — mc'«.-i- ne-". — (a-l- P), 

Y, =»w'J'.-H;je-'J-. + a — p, — /V'i = — me-r. + ne-*J'. — <a-i- P), 

ce qui exige que a + 13 = o. On a donc simplement 

(16) X, = mc'*.+ ne-'-t— 21, Y, = me'>.-i-nc-'r.-i- aa. 

11 s'agit maintenant de déterminer les constantes m, n, a. 
Pour cela, choisissons les axes 0^, On, OÇ de manière 
qu'une des génératrices rectilignes ^oit parallèle à On et 
qu'une autre génératrice soit parallèle au plan x^ti et fasse 

t'angle - + Aijt avec x- Nous avons pour la première géné- 
ratrice Ç = const. pourx = o ou 

/('j)+/.(-'» = const., 
d'où 

et pour la seconde Ç =; const. pour x ^= kn, c'est-à-dire 

/(Alt -+- iy) -(-/,(*Tr - ij) = const., 
d'Où 

Si, dans les équations {d) et (d'), on remplace /', /,' par 
leurs expressions respectives en X, et Y,, et que l'on ait égard 
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ensuite aux valeurs (i6), on obtient 

(me-r+ ner- a«)' = (meï+ «e-7+ a«)', 

d'Où 

/«> — «*= o, aa(m + H) = o, 

njïe''*" n*— o, atnje*''''™+ n) = o. 

Comme on peutloujours supposer que A' est tel quee*'*''=^ i, 
les conditions ci-dessus donnent m ^= n ^: o, et l'on a succes- 
sivement 

X, = — 21, yi = aix, 

fUi)^ j^Jx -h iy) + canal., Mj;)= -^{x - iy) + cansl., 

d'où, en désignant par a, b, c, d quatre constantes réelles, 

i; = (a + iÙ)(^-^ij-) + (a + ib)(:c-iy) + c-\-i<i 
OU simplement 

Il suit de là et en se reportant au n" 83 que l'hélicoîde à 
plan directeur est la seule surface gauche d'étendue mini- 



90. Détermination des /onctions arbitraires qui entrent 
dans l'expression de C par ta condition que la sur/ace passe 
par une ligne donnée. — La solution de ce problème consi- 
déré dans toute sa généralité présente de grandes difficultés 
et n'a pu être obtenue que dans quelques cas particuliers, 
entre autres les suivants : 

i" La sur/ace doit passer par deuœ droites rectangulaires 
Oï), AB. 

Soit OA— A la plus courte distance de ces droites suivant 
laquelle on dirigera OC- On doit avoir respectivement pour 
On, AB, quel que soit/, 

.r = o pour C = o, 
j: ~- - pour î = h. 
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Ces conditioDS seront satisfaites ainsi que l'équation (a) 
en posant 

î; = — ^ — h SAnC'"!' gina/i;c, 

n élant ud nombre entier quelconque positif ou négatif et A, 
un coeflîcient arbitraire. 
L'équation (7) nous donne 

, . lihr . . 
cco8ic-(- ff ainx ^siny- 

+^^ ^!:; A» sininx[e^«y(-ti, eosij ■+■ i 9mij) - in] 

doù 

q = — -co8i^+£anABSinanj;(e"'J'cosij-). 

Nous avons â exprimer que ^ — o pour x ~ o et n ^ o pour 
9ir:=-; la première des formules (3) du n" 63 nous donne 



II résulte de ce qui précède qu'on peut faire passer une 
infinité de surfaces minima par deux droites rectangulaires. 

a" La surf ace passe par la droite 0/ et coupe normale- 
ment le plan Ç^A, 

On doit avoir 

L'équalîon (2) et ces conditions seront satisfaites par (<) 

;= — [arclange'^+'/' + arctange-*'*-'ï'] = ■ — arctangT .' — ■ 



(') Œuvretde Fourier, l. I, p. 184 de l'édition de M. Darboui. 
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SUR LE StSTÈHE DE TARUBtES DE H, O. BONNET. l3-} 

Reportons-nous maintenant à la formule (7). Nous avons 



— r-: — hCOBarloe^ 

siD ijr Cl 



/ Çcosijefr = ' f i8in(>. 

f { -T-) Bin(ix — .T)dix= (cosxlogcosr-i-^sinar); 



— — (.cginjr-M'sinijarctang-^^^ -(-Cosj;logi/cos'j^— sin>i> j 

et, d'après le n" 63, 
XCOSx + Tlsin-r = — (j7siûj; + eosj: log/coB*j: — sin'/j-) — ccosa; — c'sinj, 
XSina? — ï] ùo&x~ — {sinj: log /cos'j; — sin'i^ — jicosj;) — csin.c-i- c' cosar, 

d'où 

2A, , — :-— ^ aA . cos.r 

X = — log\/eos>jr — sin»ij- — ''■ 1 = — ■ai'nsin- ■ g ; 

'^ '^ /cos'x — ain'j 

7t.,,, , 

mais on i fi:^o pour x=i -, d ou c'= o; comme la position 

de Oïj est indéterminée, on peut supposer c — o; d'ailleurs 
on peut écrire 

2* C08J' 

ï = — arc sjn -——-_- -_ -^- • 
■" l/cos'J— sin'i/ 

On a donc enfin, par l'élimination de y et de x, 

■.*, ™'57, 

sin-7 
a A 

résultât obtenu pour la première fois par Scherk. 
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lis CHâPITIE X. 

3» La sur/ace minima louche une surface donnée suivant 
une ligne également donnée. 

Soient, en se reportant aux notations du n'S5, 
y, = ip, (x, ) la relation qui définit la direction des normales 

à la surface minima le long de la ligne donnée; 
Ç=;i}),(x,), a — 9, (a;,) l'ordonnée Ç et l'arc o-de la ligne ci- 
dessus. 

II s'agit de déterminer les fonctions qui entrent dans l'ex- 
pression 

i:-/(^.)-H/(7i) 

par les conditions 

/(*.)-i-/',(/i)='F.<^i) j 

ou, ce qui revient au même, par 

1/'('^.)+/'.0-.)t'(-^.) = ?',(-^.) 



}poiir7, = =>,(j:|). 



Les équations (a) feront connaître /'(^i), f'(yi) et. 
comme ces dérivées peuvent respectivement s'exprimer en x, 
et/,au moyen de la relation/, ^z if, (a;i), on obtiendra /(ic,), 
f(yt) par des quadratures. 

Dans le cas où la surface donnée est une sphère donl on 
supposera le rayon égal à l'unité, on a pour la ligne de con- 
tact, en supposant c^^o, c'=^o, 

I ï =ilang(j= itang-^^— ^> 



(') Cette ^uation résulte de la formule (8) du n" ( 
§nification de x^ et y,. 
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SDR LE SrSTËME DE VIRUBLES DE M. O. BONNET. iSg 

Les équations (a) se réduisent à 



n'ùf\i},)= — — — -. 



d'où les deux solutions 



acos'— — — acos'- 

(«■) /v,)=- '";■! , /■■(/,)= 

acos* -— ■- 2!f'(j;,)e( 



La seconde solution rentre dans la première, car elle 
fournit respectivement pour/(;r|), /,(y,) les valeurs que 
donne la première pour/(7i), /(x,). Nous nous bornerons 
donc à considérer la solution (c). 

Supposons que la courbe tracée sur la sphère soit la loxo- 
dromie y=x qui coupe les méridiens sous l'angle de 4^°; 
nous avons 



et les équations (o) donnent 



et l'on a, par suite, 

; = -^tang— ^(j:-i- y-) -h - 
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I40 CBIPITIIB X. — SUR LE SYSTEME DE VARIABLES DE H. O. BONNET. 

OU, en faisant disparaître les imaginaires, 

a sin (.T — r^ — e'''-^r'-u e-<'*y^ 

On ne. peut pas aller plus loin, parce que les intégrations 
dans l'équation (7) ne peuvent pas s'effectuer. 
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NOTES. 
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NOTE I. 



SUR Là COURBURE ET LA CAMBRURE DE LA LO}LODROHIE 
d'une SURFACE DE RÉVOLUTION QUELCONQUE. 



Oz l'axe de révolution; 

u\e rayon d'un parallèle quelconque; 

{') 3 = /(«> 

l'équation de la méridienne; 

(a) ç(«) = t/7T7>7; 

/ l'inclinaisou de la loxodromie sur les méridiennes; 

* = tang(; 

b) l'angle avec le plan zOx d'un méridien quelconque. 

On a, pour l'équation différentielle de la loxodromie, 

(3) uil<a = k-^(u)du. 

Si l'on remarque que 

^ — — _„ — _ — , u^diD — xdj —ydj; 

cette équation prend la forme 

<3') (j-HA9.jr)(ir = (^-Atf.j)rf/, 

d'où, en conservant les notations du n' 1, 

„ r + ko.x 
coaS = ,- — cosa. 
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■44 nOTE I. 

D'ailleurs l'équation (i) donne 



du_ lut) 



■ — (x COSa +_J- C08 p) 



-(j:C0Sa+7C0SP). 



Les deux dernières équations, jointes à 

COS'h-I-COS'P + COS'y = Il 

conduisent à 



.,,/,- 



Avant d'aller plus loin, nous remarquerons que 






dn ~ 
d ^^ 



^^) (a^'^^)- 



? C08I 



Nous avons maintenant, en nous reportant au n* 1 [for- 
mules (a)]. 



X= («oCOSa — j-5 — 

eosi , , - ■ , 



A sin / / 



cosp — ^ - 



-C0SÎ1= -— -(— ^'jsin;^- o'u^j-cosi) — J- 



On déduit de là 

j sin't 8În*iCos'e asin'ieos'i.tp' eoB^i.i ji'* 
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Si R, R' désignent respectivement le rayon de courbure de 
la méridienne et sa normale limitée par Os, on a 

\^_f('^ , r _ /("> 

^ ['+/'(")']'' ^' "[■+/(")']'' 
mais l'équation (2) donne 

on a donc 

!__?! ■ _^¥^. 

it ",v^^^' "■ «? '' 

par suite, 

_ __ It; _^,_ R''»' 



L'équation (6) prend cette forme définitive 

, . I sin>i / ait' ,,"■, ../ens^i sin*(\ 

<" p.= u'^{-^ir'°")*'"" •[-ur -Tir) 

qui est d'une assez grande simplicité. 
Soient 



la courbure de la ligne géodésique tangente; S l'IncHnaison 
de la normale principale de la loxodromie sur la normale à la 
surface. On a 

(9) cos9=^, 

puis 



-™ 


e;| = «2^"-^£ = 


a:^--j^ 


ou 


do i/R''-"* 


m,i^ ' 


(10) 


rfff R'siiiô 


"",(« r 


et la formule 


onnuc 




(>>) 


H(^-;)- 


tR 
COJl + ^ 


fera connaître la cambrure - • 
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46 NOTE I. 

Afplicatior : i" CiSne. — On a 



en désignant parsdl'angle de la section méridienne du cône. 
Les Tormules (7), (8), {9) donnent 

- — — i/i — cos'icos'S, 
P « 

On voit ainsi que le plan osculaleur fait un angle constant 
avec le plan tangent. L'équation (1 1) donne simplement 

I sinicosiCOsB 



Si l'on suppose y^^o, on retombe sur les formules rela- 
tives à l'hélice. 

En désignant par /■ la portion de la génératrice du cône 
limitée par le sommet et la loxodromie, on peut écrire 

- = — ^-^/l — eos'icos>5. 
p r Biiio 

Si l'on suppose ô — 90", le cône devient un plan, et la loxo- 

dromie une spirale logarithmique, et l'on retrouve la formule 

connue p — -^^.■ 

2" Sphère. — On a R'= K, 



/ aiii*i( i ^--^cos'f 



) COS'iCOS'^l 








aco8'0-i-«'cos»icosa( 
"^sin'ioosiïi + acos'j) 


[R'sin'i( 


-H 2 COS»0 + u' C0S»l"C0S2i]» 


,. ., / (R'-uM(i-i-a<;os>0 


""'\/ K'sin 


i(i -\- -i CM' i) + u^ ccs^i ooa^i 


ReiniïVn-acoRif 



'H 1 + a cos'i) — u' cos"i cos'i I 
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NOTE I. 147 

Si 1 désigne )a latitude, ou a ces expressions un peu plus 
jmples 

r I . /sin'Mi-Hacos'i) 
p H V cos' A 

cos6= -■ ' 

t/ijin'ifu-acos'fj + cos'icosa/eos'X 

'. ~ 2ULsiii'ï(n-îcus'i,l-t-cos'tco3i/cu8'Xl ' 
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NOTE II. 



SUn QUELQUES QUESTIONS RELATIVES A CERTAI?iES LIGKEf 
TRACÉES SUR UNE SURFACE. 



De.i irajecloires orthogonales d'une série de lignes {0. Bon- 
net). — Reportons-nous au n" V\, dont nous conserverons les 
iiolaiions. L'équalion (4) de ce numéro peut se mettre sous 
la rorinc 

\in la (lilTéren liant et divisant par d-j, on obtient 

dii\d^ ïti,''--) ^ '' ,hï ■'■■■ \d':i^ '•d<i\) 

ce qui revient ii 

<i'^ , . / . '' \ 

^(cos.cos., -^. -■)-' + -/. "OS..- cosa, -;-... 






f l'angle inlîtiiment petit formé parles tangentes en A à MM', 

et en A, à M, M',; 
p'i _- -Si^ le rayon de courbure géodésique au point A, de 

M, M,; 

),,, [i|. V, les angles de la normale principale A.N, avec Oj:, 
0/, 0=. 
L'équation précédente prend la fonno 
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"7 , .f'i-/} ii^y\ <^<^ 



en désignant par •i^ l'angle formé par A, N avec A, A. 
L'équalion (5) du n° kk peut s'écrire ainsi 



En la multipliaul par la précédente et négligeant les termes 
du troisième ordre en u et ip, on obtient 



(3) 



-(?-"?)-( 



S+,?2'l^,'! 



u'x' cosij; m'x' 



en remarquant qu'on peut prenilrt 

Si l'on porte sur BB,, à partir de B, la longueur BC ~\A(, 
Fig. la bà. 




l'éiémcnt A, C sera, comme AB, perpendiculaire à AA,. L'angle 
trièdre formé par les droites AjC, AiB, el la parallèle Ai'T à 
AB peut être regardé comme étant reciangle suivant A,C, et 
l'on a 

TA.B. = (D (tA.K. = (!.-?-. 



Considérons maintenant la ligne géodésique dirigée sui 
vant AAj, dont nous désignerons par t le rayon de cambrure; 
ses plans osculateurs en A, A, étant respectivement perpen- 
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diculaires à A,T, AiC, leur angle — est égal à CA,T; le 
Irièdre ci-dessus donne par suite 

et l'équalion (3) devient 

^■" p' 'p, ~ da'i p'» Tï 

Soient A, a le prolonge m enl de AA, et A, A, la perpendicu- 
laire en A, à AiB, sur la siirrace; on a 

N|Ai7i = iHo-^ii^, N,AiA, r^()o'+8,. 

L'angle A, A, a est l'angle de contingence e de la ligne 
AA|A,; l'angle des plans flA,A„ N.A.a est l'angle k Tormé 
par le plan oscillateur de la ligne AA,A, avec le plan normal 
à la surface mené par la droite AiA,. L'angle triôdre formé 
par les droites AiN,, A, a, A, A, donne 



— sine, = -c 


o.(.^si 


d'où, au second ordre près, 




cos-j. = sin6 


: -■- COS 


et l'équation (4) devient 




« 7-;-^^- 


'J-, ^. "? 



maie faite suivant A,B| ou à un infinimenl petit près la 
courbure - de la section normnle en A suivant AB; que 
— — est la courbure — de la seclion normale en A faite sui- 
vantAA,; que l'on peut prendre w j-| ~'''T^' ^^ ^*^^^^ ^I^e 
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NOTK II. 

l'équation (5) prend la forme 



P' Pi '"^Vp''"' 



Si R est l'angle formé par AB avec la section principale 
en A qui correspond à la courbure vr > on a 



et, de plus (n° 52), 



rr, T' KR' 
et l'équation (6) devient 



(7) 



Pi "'■'^U''^RR7 



Soient K l'arc de la ligne A A, Ai ... , mesuré à partir d'une 
certaine ligne de la série de MM'; ô la caractéristique diffé- 
rentielle qui se rapporte à la première de ces lignes; on a 

et l'équation (7) revient à 

(8) -6-, -f-r, -i-irk-,)Si:+'^t^ 

*■ ' p' \p'' RK7 '''' 

Désignons par d„ f>t les équivalents de 9 et p pour la ligne 
AAiAf La formule (2) nous donne, aux termes du second 
ordre près, 
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Od déduit de là 

OU, en éliminant d^X, au moyen de la formule précédente, 

, , rfsin6i /sinfliN', i ,rfSE 

(9) = — I 1 di-i- z^d^- 

^ P. \ f: J SÇ ds 

ou encore 

(9') ii- 






Telle est la condition qui doit être remplie pour que deux 
séries de lignes tracées sur une surface soient orthogonales. 
L'équation (9) peut s'écrire ainsi 

\ Pi pr/ ''<' 

on a de même, pour la ligne MM', 

V ? pV 0; 

En ajoutant ces deux équations, et ayant égard à la rela- 
tion (10), on trouve 

Supposons, en particulier, que les lignes MM', M, M',, . . .. 
soient des lignes géodésiques normales à la ligne MMiM, ; on 
a(n''37) 

3 rfo = o, 
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et l'équation précédente se réduit à 
(11) 



dT' ~ RR ' 

r les propriétés de l'équation 

£.„„ 

rfd/iï laquelle U ej( une fonction de œ. 

Nous remarquerons d'abord que si .v^a annule une solu- 
tion de celte équation, elle ne peut pas annuler sa première 
dérivée; car, autremeni, d'après la même équation, toutes 
les dérivées d'ordres supérieurs de la solution seraient nulles 
pour ,r^ a. 

Si /{x) est une intégrale particulière de l'équation (a), la 
métliode de la variation des constantes arbitraires fait con- 
naître la seconde intégrale paniculière, et on a en général 



J- = kfix) + '&f{x)Jj 



en désignant par A et It deux constantes arbitraires. 

Soient «<é deux racines réelles consécutives de l'équa- 
tion f{x) " o ; a une valeur comprise entre « et i ; il est évi- 
dent que 



^"X'){ï, 



ne pourra pas s'annuler autrement que pour x=.ix dans 
l'intervalle (a, b). Donc toute intégrale de l'équation (a), 
autre que/(^), ne pourra s'annuler qu'une fois dans l'inter- 
valle considéré. On remarquera d'ailleurs que l'intégrale ci- 
dessus reste finie pour x ■— a, x r= b, ^l qu'elle a pour valeur 

La dérivée do la solution 
est égale à l'unité pour a: — a, et comme /(a;) ne change pas 
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l54 NOTB ir. 

de sigDe dans l'intervalle (a, b), la fonction F sera négative 
entre x^=a, x =i a et positive Ai x ^=ix'd x-^b. 
Considérons maînienanl cette seconde équation 

et supposons d'abord que V > U pour toute valeur de x. En 
posant 

(V-U).-^<p{x), 

l'équation (c) devient 

{d) g„u.r = ç(a-). 

La fonction i}i(a) F(^, a) est une solution de cette équation 
sans second membre, qui s'annule pour ^ = a et dont la dé- 
rivée pour cette valeur est (p(a), et, en appliquant la méthode 
de Oauchy, on voit que 

r-A/(:r)+y F(,r, a)o(a)rfa 

on S de l'é 
li peut d'à 



■/■(«) 

{a, b) et sera positif, puisque pour a' — a + rfa il se réduit à 



comprend toutes les solutions de l'équation (c) qui s'annulent 
pour x-=^a, expression qui peut d'ailleurs s'écrire 



raisonnement 



da>o. Supposons que [-j-] soit positif, le raii 

suivant s'appliquera d'ailleurs au cas où il en sera autrement. 
Le premier terme de y est positif; sous le signe de l'intégrale, 

F(x,a)(V-UV>0. 

Si/>o pour ^<Xt il en sera de même pour x = y^, et. 
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NOTE II. l55 

comme j>->o pour x ■= a -\- da, y restera positif el ne pourra 
s'annuler dans l'intervalle (a, b). 

Supposons maintenant qu'on ait constamment V ^ U. Soient 
a, b deux valeurs consécutives de x qui annulent une solu- 
tion de (a); a, c celles qui annulent une solution de (c). D'a- 
près ce qu'on vient de voir, la première solution ne peut pas 
s'annuler entre a et c; il suit de là que b est une limite supé- 
rieure de la racine qui suit a de la solution de (c), et c'esl 
surtout ce qu'il importait d'établir. 



Sur le minimum et le 
Soient {fig.i^) 




géodésique. 



Q«AAiQi une ligne géodésique issue du point Q^; 
Oo'KW'i Qi une courbe quelconque issue du même point, ren- 
contrant en Q, la précédente dont elle diffère infiniment 
pou. 

Si le point Q, est suflisamment voisin de Qo, l'arc géodé- 
sique sera plus petit que l'autre, c'est-à-dire sera un mini- 
mum, comme nous l'avons admis au Chapitre VI. Mais il peut 
en être autrement, comme cela a lieu pour la sphère où un 
arc de grand cercle plus grand qu'une demi-circonférence est 
un maximum. Il y a donc lieu de se proposer, si faire se peut, 
de chercher le point de passage du minimum au maximum. 
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arc Q„A. — s, AXi — ds; 

m, m, les intersections de QtmnixQ, avec les lignes géodc- 
siques normales à QoAAiQi menées en A, A,; 

A/Mr-y = A./i, m.ti — --ils; 

as 
mn =^ K. 

L'équalion (la) donne 

el, comme elle doit être satisfaite par u = ds, -, =o pour 
ff =: o, on a, en s'arrëtant au terme en a'. 



"-'"(-«)• 



La vaj'ialion seconde de j ds ou la diiîérenee enire les 
arcs QomQi ci QoAQ, est donc 



'^•-i/(£-5)-^ 



cette variation étant essentiellement positive si RR'<o, on 
voit qu'un arc géodésique d'une surface à courbures opposées 
est toujours minimum. 

Considérons maintenant le cas de RR'> o. Soient OoPf ""^ 
ligne géodésique infiniment voisine de la proposée qu'elle 
coupe en un point P; f la distance de ces lignes; on a 

avec la condition 
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SOTE 11. 

Cl, en éliminant RR' entre (i:j) et (i5). 



,5, 



(^■/--^/(S-JS-)"' 



^i/Ië- 



:; 'cùj 



-i>(?£)- 



Si V ne s'annule pas entre Qo et Qi, c'est-à-dire si Oi se 
trouve entre Qo et P, la seconde intégrale de la seconde ex- 
pression de la variation ci-dessus est nulle, et, comme la pre- 
mière est essentiellement positive, l'arc QoAQ, est minimum. 

Supposons maintenant que Q, se trouve au delà de P; 
comme u est seulement assujetti à s'annuler, on peut le 
choisir de manière à satisfaire à l'équation 






<'7) 

dans laquelle k est une constante réelle, avec la condition 
ffzzo pour s^o; car, d'après un théorème établi plus haut, 
la racine de cette équation, immédiatement supérieure à 
zéro, est plus grande que celle de l'équation (i5), de sorte 
que Q, se trouve effectivement au delà de P par rapport à Q,,, 

Or, par une intégration par partie, en remarquant que u-r- 
est nul aux limites, l'équation (i4) donne 

ou, en vertu de l'équation {17), 

Donc si Qi se trouve au delà de P, l'arc géodésique cesse 
d'être un minimum. 

Supposons qu'en tous points de la ligne géodésique on ait 



a étant une constante, l'ét 
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l58 ^OTB 11. 

donne, en exprimant que ri--- o poi 



La première valeur de s, après zéro, qui annule v,, est na, 
el, comme elle est supérieure à la seconde valeur qui annule 
1', on conclut que l'arc géodésique cesse d'être un minimum 
dans une étendue supérieure à Tta, théorème bien remar- 
quable dû à M. 0. Bonnet. 

Dans le cas de l'ellipsoïde du n" 6, en supposant A > B > C, 
on peut prendre 
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NOTE III. 

INTÉGRATION DE l'éÇUATION 



Si l'on dilîérenlie par rapport à y cette équation écrite 
ious )a forme 



trouve, en se reportant aux formules (8) et (8') du n"65. 






/£?V'r_;=i„,v^^,...,v^ilî =,v/^T'£51^ï 



(I) 



OU 

(2) (/'/■ — 2;>g.(-i-pï(+itaiigij — îO)«-:- 3') =o, 

en posant ici, pour ne pas multiplier les notations, 

^ àx* ^ dj ' dJ:' ' àxàf"" d/> ' 

Pour intégrer l'équation (a), M. 0. Bonnet a eu recours à 
la méthode de Monge ('); les équations de la caractéristique 

(') Voici en quoi consiste cette méthode, qui a pour objet l'intégration 
de l'équation 

(a) Rr + Sï + T(-r-U = o, 

dans laquelle R, S, T, U sont des fonctions de x, y,z,p, q. 

Nous avons d'abord 

Idp — r dx -(- s dy, 
dq = »dx + t dy. 
Considérons l'équalion (a) comme se rapportant à une surface (M). 
Concevons une autre surface (M') tangente au point (x,y, s) de (M); en 
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sonl 

(3) ^,. 

( '/'^^^''p-'-/''''7-^*ta"e'>î(/'*-*-9*)''/ = o 

Ces deux équations sonl d'abord satisfaites par 

(4) ï = consL. arbitr. C. 

dv 
En portant dans la seconde la valeur -- - 

la première, on obtient la suivante 

— pq (//>+/!' d<j -I- i tang;> q(p'- + y») rfr = o 
En supposant/? constant, on obtient 



'J(P' ->-'/' 



ilant'(>rfi-. 



ce point, lej valeurs de /i et f sont les mêmes poac les deux surfaces, 
mais celles dci diïrivées secondes pour ( M') restent arbitraires; admettons 
qu'elles soient égales ï celles de (M) augmentées de leurs différentielles. 
Nous aurons pour l'intersection des deux, surraccs 
(c) Rrfr-i- SiU -T-lJt — 0. 

Les équations (6) donnent, dn, dq étjnt considérés comme constant?. 



et, en éliminant les rapports —, -- entre ces dernières équations et 
l'équaiion (c), on obtient 

(A) "iS-'i-^''-"- 

Comme cette équation donne deux valeurs de -i-i l'intersection de (M') 
et de (M), appelée la caractérhtigue de (M), aura un point double de 
contact des surfaces. 

Substituons maintenant dans l'équation (a) les valeurs de r, t déduite» 
des équations (6) ; Je coeflïcient de s sera nul en vertu de l'équaiion (A), 
et nous aurons pour la seconde équation de la caractéristique 
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HOTE III. Ibl 

d'où, en désignant par C une constante arbitraire 

(4') y = C'cosi>v'/*'-t-(/'. 

Les équations (4), (4') nous donnent comme intégrale pre- 
mière 



(5) <fiOc<,si:rp~l/i-'?{W^^^q^o. 

Conformément i la métliode connue pour l'intégration des 
équations linéaires aux dérivées partielles, nous écrirons 



d'où 

Si donc —^(Z) est une fonction arbitraire) nous aurons, 
pour l'intégration générale de l'équation (5), 



ou encore, /' et/{ étant substitués aux fonctions arbitraires 

(6) isitiij- + fa)co6Jc+/;a)sinx = o. 
La Iroisièipe des équations (4) du n° 6ï donne 

(7) 5p=ÏC08i/, 

d'où 

i = /"; cosi/ rfr + X(i) = - ï sinij -+-^^5^ » sini> (^ + X. 
B. !■ 
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En substituant, dans l'intégrale, à isiniy sa valeur fournie 
par l'équation (6), il vient 

(8) s^- ;,"aini>— /(Ocosj: — /i(;)8ina--*-X. 

Hais cette intégrale est irop générale, puisqu'elle se rap- 
porte à l'équalion (a) qui est une dérivée de l'équation (i); 
il faut donc la substituer dans cette dernière équation, ce qui 
permettra de déterminer la fonction X de x. 

Des équations (5) du n" 6^ on déduit 






D'ailleurs les équations (8) et (7) donnent, en ayant égard à 
l'équation (6), 



T- =f{K)B\Di~f,(K)<:oa^-i 



donc 
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En substituant dans l'équation (i), on trouve 



mais l'équation (6), différentiée successivement par rapport 
à y dix, donne 

d'où 

^ [fa) sinj: -fi cosjt] - ^ C09(> = o, 

et l'équation (9) se réduit à celle-ci. 



rf«X 



qui ne donne que deux termes dont on peut Taire abstraction. 
11 résulte de là et des équations (8) et (6) que l'intégrale 
de l'équation (i) résultera de l'élimination de rauxiliaire x 
entre les deux équations 

dont la seconde est la dérivée de la première par rapport à a. 
En tlifTérentiant la première de ces deux équations succes- 
sivement par rapport à a; et/, et remarquant que, eu égard 
à la seconde, les coefficients des dérivées de x sont nuls, on 
obtient 

T^ =/(a)8io(i'>— /,(a)cOBJr, 



Si l'on porte ces valeurs dans les Turmules (3) du n" 63, on 
trouve 

[X -/(")] co*-^ -^ [1 — /j{«)l sin-'^ = o, 
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Il suil de là que l'équation représente non une surface, mais 
une ligne ayant pour équations 

conrormémenl à ce qui a été dit aux n- 73 el 79. 
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NOTE IV. 



[NTÉGBATIOS PAR LA MÉTHODE DE LEGENDRE DE L ÉQUATION 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
(l) (H-9»)r — a/»îSM-(l+p')(=:0 

DES SURFACES d'ÉTENDUE MINIMUM. 



On rappellera que 

idz =: pdx -^ q <fy, 
dp = rtix-i- sdf, 
dq — s dj:-i- t<lf. 

En posant 

(2) u=px^qx — z, 

on a 

(i) du— pdx + qefy — dz -i-xdp -H/ dq = xdp -t-jrf^. 

Si l'on substitue p, q aux variables indépendantes x, y, l'é- 
quation {b) donne 

^■'' àp' ^ àp' 

d'où l'on déduit 



(3') 



(3') 



àp dq dp^ àp dq dq* 

En résolvant par rapport à dx, dy la deuxième et la troi- 
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l66 NOTB IV. 

sième des équations (a), on obtient 

dx = ~__-^( tdp— tdqj. 



Il suit de là, en ayant ég^ard aux relations (3'), que 

('= <"-")|;:- 

ce qui permet de transformer l'équation (i) dans la suivante : 

(4) C + î-'i^. * VÎS^-^0+/.'),-; =0. 

En ayant égard aux relations (3'), celte dernière équation 
peut s'écrire de l'une ou l'autre manière suivante : 

En difTérentiant respectivement les équations (4') par rap- 
port à p, q, et ayant égard aux relations (3"), on obtient deux 
nouvelles équations qui sont comprises dans la suivante 

dans laquelle v représente x ou /- 
Si, dans l'équation (4), on remplace «par sa valeur (a), on 
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HOTE IV. 167 

obtient, en ayant égard à l'équation (5), 
OU, VU (3'), 

mais on a 

dt _ Aï: df _ d'u d'u 

àz _ dx dy _ d'il à' h _ 

d'où 

dz dr. .d>n d'il .d>H 

OU, en vertu de l'équation (4), 



dz dz __/^ '*'«\ 



II suit de là que l'équation (</) rentre dans l'équation (5), 
dans laquelle v sera remplacé par s. Ainsi donc, les coordon- 
nées X, y, s satisfont à l'équation (5) qu'il s'agit maintenant 
d'intégrer. 

Nous ferons, à cet effet, l'application d'une méthode connue 
qui consiste à substituer aux variables indépendantes p, 7 
deux autres variables a, (3, fonctions des précédentes et que 
l'on déterminera ultérieuremenl. 

On a 

de _dv da. <)<• (99 di' _ 

dp an ôp if^ dp' dq ' 

fle _^d^ dj^ djfl ^ d-'v à^d"^ dy t)>a d<j d>| 

dp' da' dp' d^^ dp^ ' ja d[J àp dp da dp' i/ft dp' 

àU- _ d'p da' _^ 

i>q' ~ da' dq' ■ ■ ■ ' 

d^c _d^daàa à'o dp d3 
dp àq da* dp dq dp^ op dq 

d'v !d% dp dp àa.\ du d'à de _d^ 

- "^ dadp \dp d^ dp dq) dx dpdq dp d/> dj 
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■68 noTB IV. 

En subslîtuanl ces valeurs dans l'équation (5), on obtient 

^H*'^''*^^^'^ Pn^J^^d/^diJ^C-^^'^d^d^Jd^ 

[C^/'') ^ ^»/'îd^+(' + î'>diï+H''d^+'ïdiJJs 
r ,)ip d»p . „d'3 / ^9 d3\"|d> 

Si l'on prend pour a, ^ les intégrales de l'équation aux dé- 
rivées partielles du premier ordre 



les deux premiers termes de l'équation (6) s'annulent. L'é- 
quation (7) revient à la suivante 



dont l'intégration se ramène à celle de l'équalion différentielle 
ordinaire 

ou 

(g) (n-p»)^ =/)ç^iVi-i-/''-H9'. 

En différentiant l'équation (9) et remplaçant ensuite J- 

par sa valeur, on trouve -,-f ^ o ou -,- - 
dp' dp 

que l'intégrale de l'équation (9) est 

..?._^ : =con 
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NOTI IV, 169 

Nous prendrons, en conséquence, 

a = '-^P' _, ;'9 + 't^' + P'-'-7' ^ 

pq-i-i^/l+pi-i-q* ' + 9' 

En éliminant le radical entre les deux expressions de «, on 
trouve 

n-p»-i-{i + g>T»*— ap?« = o. 
d'où 

et de même 

(/) p = 7?+,vr:rfii. 

On déduit de là 



■,^J±^ 



Nous allons maintenant établir que les coefilcients de -^ 
dv 



lion (8) \>d.r pq± cV' +/>'+?'. o" obtient 



équation qui peut d'ailleurs se mettre sous la forme 



'if ' 

lion (8), on obtient 



"■' {-'■^T^j=^%^{-'^--77r^?^)%' 
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